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„So soli ich denn mil saurem Schtveiss 
Euch lehren , was ich se.lhst nickt tueiss. 

Dieses Wort Faust’s ist wohl Niemandem so sehr aus 
der Seele gesprochen wie dem, der liber die wahre Natur der 
Elektricitat vortragen will. Moge man daher dies bischen 
Poesie als Einleitung zu trockeuen Pormeln nicht mit allzu 
schelen Augen ansehen. 

Gauss soil einmal einem Freunde auf die Frage nach 
den Fortschritten einer dringenden Arbeit geantwortet haben: 
„Alle Formeln und Resultate sind fertig, nur den Weg 
muss ich nocb finden, auf dem ich dazu gelangen werde.“ 
Ich glaube nicht, dass Gauss dies gesagt hat, er war 
nicht so aufrichtig; gedacht hat er es gewiss oft. Anders 
Maxwell; er schildert uns genau, zu welchem Zwecke er 
die sechseckigen Aetherzellen, die in den Zellwanden be- 
weglichen Friktionsrollen und alle anderen Embleme seiner 
ersten Theorie, die er einmal selbst som&what awkward nennt, 
erfand; er erzahlt, welche ihm die meiste Mtihe machten 
und wie er damit zu den Formeln gelangte, deren Gewalt 
Hertz in seinem Heidelberger Vortrage so gut charakte- 
risirt, Sp&ter gab er wohl eine einfachere Begrtindung 
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seiner Formeln; allein ein Weg, welcher in allsoitig be- 
friedigender Weise dazu fuhrt, ist noch heute nicht ge- 
funden. 

Fein Wunder daher, dass sich zur Fortfuhrung des 
Baues nun die Farmer einfinden. Ein soicber Karrner, 
dem die Aufgabe ward, den Weg zum Gebaude zu ebnen, 
die Fagade zu putzen, vielleicht aucb' dem Fundamente 
noch den einen oder anderen Stein einzufiigen, will ich sein, 
und ich bin stolz darauf; denn gabe es keine Karrner, 
wie mochten wohl die Fonige bauen? 

Drei Dinge musste ich da vor allem, wollte ich meinen 
Zweck erreichen, anstreben: Klarheit, Anschaulichkeit und 
Furze. Die erstere wurde dadurch wesentlich ei’leichtert, 
dass ich von der von Helmholtz ausgebildeten Theorie 
der cyklischen Bewegungen den ausgedehntesten G-ebrauch 
machte. Im Interesse der Furze liess ich die Betrachtung 
inhomogener und anisotroper Eorper fast ganz bei Seite. 
Ich lasse mir gerne den Vorwurf gefallen, dass dadurch 
die Allgemeinheit und Formvollendung verlor, wenn es mir 
dafixr gelang, ein beschranktes Gebiet recht dexitlich zu 
machen; denn wer in einem solchen vollkommen klar sieht, 
der hat dann sicher ausreichendes Riistzeug zur Lecture 
der Originalabhandiungen, die ja durch dieses Buch nicht 
erspart, nur erleichtert werden soil und von denen man die 
wichtigsten am Schlusse zusammengestellt findet. Uebrigens 
hofie ich, das hier Versaumte in spateren Fortsetzungen 
dieser Vorlesungen nachholen zu konnen, wo auch die 
alteste Max well’sche Theorie, die elektromaguetische 
Theorie der Dispersion, Polarisation, Doppelbrechung und 
Drehung der Polarisationsebene des Lichtes, so wie der 
Hertz ’schen Schwingungen behandelt werden soil. 

Ich habe es auch nicht verschmaht, durch viele IPiguren, 
Zusammenstellungen, Marginalien etc. der Anschauung und 
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Uebersicht nachzuhelfen und bin dem Herrn Yerleger fur 
die Geduld und das Qeschick dankbar, womit er meinen 
darauf beziiglicben Wiinschen entgegenkam. 

Eins nock scheint mir nicht unwertk der Erwaknung. 
Ick liabe mick iiberall genau an die, iibrigens anck sekr 
bequeme Bezeicknung Maxwell’s gekalten. Man glaubt 
kaum, wie sekr das gieickzeitige Stadium zahlreicker Ab- 
kandlungen durck den rein ausserlichen Vortkeil einer 
wenigstens im Allgemeinen eingeburgerten einkeitlichen 
Bezeicknung gefordert wird; wenn die Begriffe nock ein 
wenig sckwanken, wie liier, ist dieser Vortkeil sogar nock 
grosser, da die einheitlicke oder aknlicke Bezeicknung 
immer Veranlassung zur Abgrenzung der Begriffe und 
Vergleickung der Definitionen versckiedener Autoren wird. 
Dies beweisen am besten die Sckwierigkeiten, die man 
beim Entwurf einer vergleichenden Tabelle der verschie- 
deneii Bezeicknungen, eines „Scklussels u , wie ick mir 
selben zu meinem Privatgebraucke anfertigte und ikn am 
Scklusse des Buckes ebenfalls beifiige, findet, und die 
dieses oknedies sekr unzureickende Surrogat der einkeit- 
licken Bezeicknung nock wertkloser macken. Ick bitte 
daker alle klinftigen Sckriftsteller auf diesem Gebiete ? 
meinem Beispiele folgend, wenigstens im Grossen und Ganzen 
zu den Bezeicknungen Maxwell’s zuruckzukehren und ware, 
wenn durck vorliegendes Buck nickts als dies erreickt wiirde, 
sckon mit dem Erfolge meiner Arbeit zufrieden. 

Dass es mir trotz meiner Bemiihungen nicht gelungen 
ist, Iiberall ganz den Sinn Maxwell’s zu treffen und alle 
Dunkelheiten aufzukellen, weiss ick selbst am besten (vide 
Motto!). Ich wiinsche nickts, als dass der Tkeoriezum Gewinn 
recht bald reckt Vieles verbessert werde, ja dass bald die 
Zeit komme, wo ein neuer Sckritt in unserer Kenntniss 
des ”W esens der Elektricitat getkan wird und Niemand 
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mehr dieses unsere vollige Unbekanntschaft mit der Natur 
der Elektricitatsbewegung postulirende Biiehlein best. Mogen 
dann immerbin Andere die Friichte unseres Strebens ern§ten, 
aber von den Theorien und Experimented zu deren Aus- 
einandersetzung ich jetzt scbreiten will, mogen sie dann 
sagen: „es ging ein Friihling auf in jenen Tagen!“ 

Munehen, im Marz 1891. 


Ludwig Boltzmann. 
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Erste Vorlesung. 

Einleitung; Lagrange’s Bewegungsgleichungen. 


1. Die tagliche Erfahrung lehrt, dasswir denBewegungs- 
zustand eines Korpers nicht beeinflussen konnen, wenn wir 
denselben nicht entweder direkt beriihren, oder uns wenig- 
stens durch eine, die Einwirkung libertragende Briicke (ein 
Zwiscbenmedium) in Gestalt eines Fadens, einer Stange 
oder selbst nur des Handies nnseres Mnndes mit ihm in 
Verbindung setzen. Als man daher znerst Magnetpole nnd 
spater elektrisirte Korper ans gewissen Entfemungen anf 
einander wirken sab, konnte man sicb dies nicht anders 
denken, als dass die Wirkung durch ein Zwischenglied, 
etwa eine feine, von den Korpern ausstromende Fliissigkeit, 
libertragen werde. 1 ) 

2. Es ist bekannt, auf wie hartnackigen Widerspruch 
Newton bei Aufstellung seines Gravitationsgesetzes stiess. 
Newton selbst neigte der Ansicht zu, dass die Fernwir- 
kung zwischen den Himmelskorpern durch ein Medium iiber- 
tragen werde; allein er unterliess es, uns irgend etwas 
Naheres von seiner Ansicht liber die Beschaffenheit dieses 
Mediums mitzutheilen, treu seinem Grundsatze: hypotheses 
non fingo. 

3. Erst spater vergass man hierauf und schrieb wohl 
gardenNamen Newton’s auf das Banner der Theorie der un- 
vermittelten Fernwirkung. Dies kam so: die Fernwirkungs- 
theorie errang Triumph auf Triumph; nebenbei wurden zwar 
bestandig Hypothesen liber die Natur eines etwa sie ver- 
mittelnden Mediums aufgestellt; allein diese hatten keinen 

*) Gilbert, Demagnete etc. London 1600, liber II. cap. HIu. IV. 

Boltzmann, Vorlesungen. 1 
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nennenswerthen Erfolg. Selbst Goethe interessirte sich 
ftir die Frage (vgl. ein bekanntes Gedicht von ibm). Da 
gelangten die namhaftesten Forscher endlich zu der An- 
sicht, das Medium sei wohl liberhaupt iiberfliissig und die 
Wirkung erfolge direkt okne alle Yermittelung in die Feme. 
Fernwirlcende 4. Da die Gesetze der magnetischen und elektrischen 
• uraft. Erscheinungen ganz denselben Grundtypus zeigen wie das 
Gravitationsgesetz, so war es selbstverstandlich, dass man 
auch diese Erscheinungen einer direkten Fernwirkung zu- 
schrieb, ja Navier, Poisson, Cauchy und viele Andere 
versuchten auch die Molekularkrafte nach demselben Schema 
zu erklaren; nur setzten sie hierbei an dieStelle derNewton’- 
schen Funktion der Entfernung, da diese hier doch nicht all- 
gemein auszureichen schien, meist eine andere, gewohnlich 
unbekannt gelassene Funktion der Entfernung. Namentlich 
in Deutschland und Frankreich basiren die meisten neueren 
Abhandlungen und Lehrbiicher auf diesem Grundgedanken, 
weier, zm-tier durch Wilhelm Weber zur hochsten Yollendung 
gebracht wurde. Am energischsten vertrat Zo liner die 
Ansicht, dass das von Weber modificirte Newton’sche Fern- 
wirkungsgesetz der wahre Schliissel zur Erklarung der ge- 
sammten Natur sei. Ja mehr oder minder haben wir alle 
die Ideen von den direkt in die Feme wirkenden magne¬ 
tischen und elektrischen Fluiden gewissermassen mit der 
Muttermilch eingesogen. 

5. Da ging gerade von England, dem die eigentliche Ba¬ 
sis der Fernwirkungslehre entstammte, auch wieder die Ge- 
Faraday, genstromung aus. Faraday hatte sein ganzes Leben hin- 
Maxwell. durch nie an eine unvermittelte Fernwirkung geglaubt; Sir 
William Thomson entwickelte dessen Ideen weiter, bis Max¬ 
well aus denselben eine Theorie der magnetischen und elek¬ 
trischen Erscheinungen schuf, welche unbeschadet der grossen 
Verdienste seiner Nachfolger doch wohl mit Eecht fur bu¬ 
rner die Maxwell’sche Theorie genannt werden wird. 

Fortpfian- 6. Es mag noch erwahnt werden, dass nicht lange nach 
oimeMedium . Maxwell auch Gauss, Biemann, Lorenz, Karl Neu¬ 
mann und Edlund sich dessen Ideen naherten, indem sie 
annahmen, dass die Fernwirkung Zeit zu ihrer Fortpflanzung 
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braucbe, was doch wohl nur erklarlicb ist, wenn sie durch 
ein Medium iibertragen wird. Allein da sie bloss diese 
zur Fortpflanzung nothwendige Zeit, sonst aber das Medium 
in keiner Weise beriicksicbtigten, so mussten notbwendig 
ibre Tbeorien an innerer Consequenz hinter der Maxwell's 
weit zurlickbleiben. Aucb Hankel's meclianiscbe Tbeorie 
der Elektricitat ist nocb zu erwabnen. 

Die Theorie Maxwell's ist den uns zur Gewobnbeit 
gewordenen Ideen so diametral entgegengesetzt, dass wir zu- 
erst alle unsere bisberigen Anscbauungen von dem Wesen 
und der Wirksamkeit der elektriscben Krafte binter uns 
werfen miissen, ebe wir in ibre Pforten eintreten. 

7. Um pbilosopbische Spekulation und naturwissen- 
scbaftlicbes Denken nacb alien Riebtungen in der gebiib- 
renden Weise auseinanderzubalten, sei nocb bemerkt, dass 
aus den Erfolgen, welcbe die Maxwell’scbe Tbeorie in der 
neuesten Zeit errungen bat, wieder umgekebrt in keiner 
Weise ein Scbluss gezogen werden kann, ob die Wirkung 
je zweier benacbbarter Molekiile aucb nur bei unmittelba- 
rer Beriibrung eintritt, Oder ob es Krafte giebt, die in mo- 
lekulare Distanzen fernewirken. Bloss die direkte Fern- 
wirkung in Distanzen, die gross gegeniiber den Molekular- 
entfemungen sind, wird fiir magnetiscbe und elektriscbe 
Krafte und daber wobl aucb fur die Gravitation unwabr- 
scbeinlicb gemacbt. 


8. Scbon lange bevor Galvani das erste Mai Zuckun- 
gen eines Froschscbenkels durcb Elektricitat bemerkt batte, 
war eine grosse Zabl von Pbanomenen aus dem Gebiete der 
sogenannten Reibungselektricitat bekannt. Es erscbeint uns 
daber beim Entwurfe einer Tbeorie ebenfalls am natiirlicbsten, 
von der Reibungselektricitat auszugeben; aber es ist kaum zu 
leugnen, dass dieser Grund docb ein mebr ausserbcber ist; 
jedenfalls kann aucb der Yersucb unternommen werden, den 
umgekebrten Weg einzuscblagen, wie es sogar scbon bei 
Experimental-Yorlesungen liber Elektricitat und Magnetis- 
mus besonders fiir Elektrotecbniker, denen die Reibungs¬ 
elektricitat femer stebt, versucbt worden ist. 

l* 


Noch einmal 
die Moleku- 
larkrafte. 


Wir betrach- 
ten den Gal- 
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1. Erfah- 
rungssatz. 

(Existenz el. 
Strome.J 


1. Hypo these. 
Mechanisahe 
Natur etelctr. 
StrUme. 


2. Er- 

fahrungssatz 
(el. StrUme 
sind statio- 
ndrj. 


9. Wir setzen also voraus, class wir nock nicht die mm- 
deste Kenntniss irgend einer magnetisclien oder elektrischen 
Erscheinung haben, am allerwenigsten etwas von emem 
elektrischen oder magnetisclien Fluidum wissen. Da ma- 
clien wir die Erfahrung, dass ein Met alldr alit durch ver- 
schiedenartige Ursacken in einen eigenthiimlichen auffallen- 
den Znstand yersetzt werden kann, welcher sich dadurch 
aussert, dass im Drahte fortwahrende Warmeproduktion 
stattfindet, die sich bis zum Selbstlenchten desselben stei- 
gern kann; dass er Eisenfeile festznhalten, wenn er zer~ 
schnitten nnd beide Schnittflachen gleichzeitig mit unserem 
Korper in Beruhrung gebracht werden, die Nerven zn er- 
regen vermag und yieles Andere. Wir sagen dann, in clem 
Drahte fliesse ein elektrischer Strom; ein Ansdruck, der aber 
selbstverstandlich rein bildlich zu nehmen ist, da wir nicht 
im Mindesten an ein wirkliches Fortstromen yon etwas Ma- 
teriellem denken wollen. 

10. Nur die eine Hypothese machen wir, dass irgend 
eine Bewegung, iiber deren Natur wir uns aber jeder weite- 
ren Aussage entbalten, die IJrsache dieser eigenthiimlichen 
Erscbeinnng sei. Diese Bewegung, yon der wir voraus- 
setzen, dass sie den allgemeinen Grleichungen der Mechanik 
gehorcht, kann theilweise im Innern des stromfuhrenden 
Drahtes ihren Sitz haben, theilweise muss sie sich aber 
auch auf das umgebende Medium (Aether, andere Korper) 
erstrecken, weil sonst eine scheinbare, durch das Medium 
ubertragene Fernwirkung nicht denkbar ware. 


11. Wo in einem Systeme von Korpern eine Bewegung 
stattfindet, vferandert sich in der Regel die raumliche Lage 
oder auch sonst der Zustand dieser Korper fortw&hrend. 
Hier ist dies jedoch nicht der Fall oder braucht wenig- 
stens nicht der Fall zu sein. Drahte konnen Stunden, ja 
Tage lang yon einem vollkommen unveranderlichen Strome 
durchflossen werden; die Lage, der Temperaturzustand, der 
Warmefluss, der magnetische Zustand etwa in der N&he 
befindlicher Eisenmassen, kurz alles fiir unsere Sinne Con- 
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Charakteristik cyklischer Bewegungen. 
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statirbare bleibt dabei an jedem Punkte des Raumes voll- 
kommen unverandert. 1 ) 

Es muss also die Bewegung, die wir uns als Ursache 
der beschriebenen Erscbeinung denken, eine vollkommen 
stationare sein, dergestalt, dass jedesmal, sobald ein Theil- 
cben seinen Ort verlasst, immer nack verscbwindend kurzer 
Zeit wieder ein genau gleich besehaffenes, mit derselben 
G-eschwindigkeit nacb derselben Richtung bewegtes Theil- 
cben an dessen Stelle tritt, so dass trotz der fortwahrenden 
Bewegung an keinem Punkte des Raumes eine Yeranderung 
wahrnelimbar ist. 

12. Eine solcbe Bewegung nennt Helmholtz eine 
eyklische. Wenn alle in einem Systeme von Korpern statt- 
findenden Bewegungen cykliscbe sind, so nennt Helmholtz 
ein solches System ein cyklisches, oder kurz ein Cykel. 

Als Beispiele derartiger Systeme seien hier angefiihrt: 
Ein fester Rotationskorper, der mit constanter Geschwindig- 
keit urn seine Umdrehungsaxe rotirt; mehrere derartige Ro¬ 
tationskorper, die durch Treibriemen gekoppelt sind; eine 
Fliissigkeit, welche stationar einen in sich zuriicklaufenden 
Kanal durchstromt. 

13. Rader mit Speichen oder Zahnen entsprechen un- 
serer Definition nicht vollkommen, konnen aber doch als 
,,unechte Cykeln“ bezeichnet werden, insofern die Abwei- 
chungen nur unwesentliche Dinge betreffen; ja selbst Ma- 
schinen, bei denen wie beim Kolben der Dampfmasciiine 
hin- nnd hergehende, aber doch in kurzen Zextraumen pe- 
riodisch sich wiederholende Bewegungen vorkommen, diirften 
kaum ein Yon den Cykeln wesenthch abweichendes Ver- 
halten zeigen. 

Es wird daher wohl auch die noch wenig behandelte 


*) Dort, wo die Entstehungsursacke ikren Sitz hat, miissen frei- 
lich (mit Ausnahme der Molekularstrome in permanenten Magneten) 
Veranderungen vor sick gehen; allein diese konnen so weit entfernt 
sein, dass sie auf den betrackteten Tkeil des Peldes keinen anderen 
EinfLuss kaben, als dass sie den Strom treiben; zudem konnen sie 
auch zu den spater zu besprechenden langsamen Yeranderungen ge- 
horen. 


Cykeln . 


Unechte Cy 
Tceln; derei 
JSedeutung ir 
der Technik 
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Erste Vorlesung. 


[14. 15. 


Mechanik der Cykeln in der praktisclien Maschinenlehre 
von Nutzen sein. Hier aber haben wir es mit einer ganz 
anderen, rein theoretischen Anwendung derselben zu thun. 


?d™iatm 14. Ebe icb speciell anf die Mecbanik der Cykeln ein- 
gehe, muss icb einige Bemerkungen iiber die Bewegungs- 
gleicbungen ganz beliebiger mecbaniscber Systeme voraus- 
schicken. Sei ein derartiges beliebiges System von Korpern 
gegeben; die Lage und der Znstand aller Korper des Sy¬ 
stems sei durcb n independente Variable l 17 l 2 , . l n 

vollkommen bestimmt. Man sagte dann, das System babe 
^-Freiheitsgrade und bezeicbnet die l als die allgemeinen 
Coordinaten des Systems. 

So bat ein materieller Punkt einen Freibeitsgrad, 
wenn er ausscbliesslicb auf einer Linie, drei, wenn er frei 
’ ini Kaume beweglich ist, ein beliebig im Baume beweg- 
licber fester Korper bat secbs Freibeitsgrade u. s. f. 
jemeine 15. Wir wollen mit L die Kraft bezeicbnen, welche 
irgend eine der Coordinaten l zu vergrossern strebt, so dass 
die gesammte Arbeit, welche geleistet wird, wenn jedes l 
um SI wachst und welche gleicb dem Zuwacbse ST der 
lebendigen Kraft T des Systemes ist, den Wertb bat: 

1) S A = SI 

Im Allgemeinen lassen sicb alle Massen des Systems 
irgendwie mit n auf vorgescbriebenen Curven beweglichen 
Antriebspunkten so verbinden, dass die alleinige Bewegung 
je eines dieser Antriebspunkte immer der alleinigen Ver- 
anderung je einer einzigenVariablen entspricbt und 81 gleicb 
dem Wege des betreffenden Antriebspunktes ist. 

So konnen bei einem frei beweglicben materiellen Punkt 
dessen Projektionen auf die drei Coordinatenaxen als An¬ 
triebspunkte gewablt werden. Drei den Coordinatenebenen 
immer parallel bleibende Ebenen sind gezwungen, durch 
die drei Antriebspunkte zu gehen, der materielle Punkt 
selbst in jeder der drei Ebenen zu liegen. Bei einem um 
eine feste Axe drebbaren festen Korper ist ein Punkt des- 
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selben in der Entfernung eins von der Axe Antriebs- 
punkt n. s. w. 

Sollte nnsere mangelbafte Kenntniss von dem Mecha- 
nismus des Systems dies nicbt gestatten (wenn z. B. das 
System ein galyanisches Element enthielte nnd l die Elek- 
tricitatsmenge vorstellte, welche dasselbe seit dem Zeitan- 
fange passirt hat), so ist der Begriff L gleich „Kraft, welche 
die Coordinate l zu vergrossern sucht“, einfach als der 
Quotient 8 A: 81 zu definiren, worin 8A die Arbeit dar- 
stellt, welche bei alleinigem Wachsthume der Coordinate l 
um 81 geleistet wird. Da die Arbeit immer etwas bestimmt 
definirbares ist, so kann diese Definition niemals eine Zwei- 
deutigkeit involviren. 

16. Setzen wir voraus, dass wir es auch in diesem 
Falle mit mechanischen Systemen zu thun haben, welche 
sich den allgemeinen Gleichungen der analytischen Mecha- 
nik fiigen, so konnen wir noch immer trotz unserer Un- 
bekanntschaft mit dem eigentlichen Mechanismus des Sy¬ 
stems diese allgemeinen Gleichungen anwenden, welche 
Lagrange in die Form gebracht hat: 

^ j d dT d T 

^ ^ ““ dt dT ” dT’ 

wobei T als Funktion der n Coordinaten l unci deren Dif- 
ferentialquotienten V nach der Zeit t ausgedriickt zu den- 
ken ist. 

dT:dl' sind die Grossen, welche man die Momente 
zu nennen pflegt; wir wollen sie kurz mit A bezeichnen, dem 
natiirlich dann der Index der betreffenden Coordinate bei- 
zufugen ist. 

Bezuglich des Beweises der Gleichungen 2 verweise 
ich auf: Lagrange, Mech. analyt., 2. Theil, 4. Section; 
Thomson und Tait, Treat, on nat. phil. Vol. 1, part. 2. 
New ed. sect. 318, Gl. 24; dass. deutsch S. 282, Gl. 15; 
Maxwell, Treat, on Electr. Vol. 2, 2. ed., sect. 571; 
Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, 8. Vorlesung, das auf 
Gleichung 7 folgende. 

Hier will ich bloss ihre physikalische Bedeutung, 


Lagran 

Bewegw 

gltichun 
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Zweite Vorlesung. 


[17. 


deren moglichst anschauliche Auffassung mir die Haupt- 
sache ist, an einem speciellen Beispiele erlautern, das uns 
tibrigens in der Folge von Nutzen sein wird. 


Zweite Vorlesung. 

Mechanische Analogie des zweiten Hauptsatzes 
der Warmelehre. 


Fig. 1. 


17. Sei eine cylindrische Rohre (Fig. 1) mittelst einer 
Knrbel um ihre vertikal stehende Axe drehbar; dieselbe 
trage eine auf ibrer Axe senkrechte 
Stange, anf welcher eine Masse m von 
sehr kleinem Yolumen verscbiebbar 
ist. Yon einem an der Masse befestig- 
ten Haken fiihre eine Schnur nach der 
Axe, und dann liber eine passend an- 
gebrachte Rolle mit der Axe zusammen- 
fallend nach einer Schale S, anf welche 
ein Gewicht p aufgelegt werden kann. 
Alles sei reibungslos und bis auf die 
Masse on auch massenlos. Als allge- 
meine Coordinaten sollen die Entfer- 
nung r der Masse von der Axe und 
der Winkel l benutzt werden, um den 
das Rohr gegen eine gewisse Normal- 
lage verdreht erscheint. Setzen wir der 
Furze halber die Winkelgeschwindigkeit 



t'Jf u 

W 


l' = w, so ist: 

mr ' 2 , mr 2 w* 




2 

: mo J 


+ 


- mrw £ 


R: 

L — mr 2 w' + 2 mrr'w. 
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ikfindet sich der Kurbelgriff in der Entfernnng 1 von der 
~A.xe, so kann man sick die Kraft L , welcke den Winkel 
vergrossern suckt, direkt an der Kurbel in tangentieller 
liicktung wirkend denken. Die Kraft R snckt die Entfer- 
^xmg r zu vergrossern. 

18. Sei nun zu Anfang L = o und p kalte der Centri- 
fugalkraft genau das Gleickgewickt, so dass man also bat: 

w' = r' = o, p = mrw 2 . 

llierauf wirke eine Aussenkraft L auf die Kurbel, dieselbe 
^ei jedocli so sckwack, dass w' immer sekr klein bleibt, 
■Wakrend w einen grossen Wertk kat. Durck passende Ver- 
anaerung von p kann bewirkt werden, dass sick r beliebig 
andert. Dies soli so gesckeken, dass auck r' immer sekr 
klein gegenliber rw und daker auck r" gegeniiber rw 2 bleibt; 
dann ist immer mit grosser Annakerung: 

p — — R = mrw 2 
2T= mr 2 w 2 

Die wakrend der Zeit dt in das System durck die Aussen¬ 
kraft L kineingesteckte Arbeit d Q wird tkeils auf Erkokung 
der lebendigen Kraft mr 2 w 2 : 2 des Systems, tkeils aufHe- 
~bung des Gewicktes p urn das Stuck dr verwendet. Es 
ist also 

3) dQ = ™ d(r 2 w 2 ) pdr ~ mr 2 ivdw + 2 mw 2 rdr : 

also: 

42) = dlognat (r^w 2 ), 

also gleick einem vollstandigen Differentiale. 

19. Wir konnen wie bei einem bekannten, mit der 
Centrifugalmasckine ausgefiikrten Sckulexperimente diesen 
IMeckanismus zur Arbeitsleistung benutzen. Wir denken 
tins zwei korizontale, vollkommen ebene und glatte Tisck- 
platten; die ebenfalls eben gedackte Sckale S steke anfangs 
im Niveau der unteren Tisckplatte und es werde okne Ar- 
■beitsleistung ein Gewickt p von der Platte auf die Sckale 
gesckoben. Dann werde die Rotationsgesckwindigkeit durck 
Handkabung der Kurbel gesteigert, bis das Gewickt auf 
das Niveau der oberen Tisckplatte gekoben ist, auf welcke 


Mechanische 
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Zweite Vorlesung. 


[20. 21. 


es dann oline Arbeitsleistung geschoben werden kann. Bei 
gentigender Verminderung der Rotationsgeschwindigkeit sinkt 
dann die leere Schale wieder zum Niveau der unteren Tiscli- 
platte herab uncf es kann ein zweites Gewicht in derselbon 
Weise gehoben werden u. s. f. 

Man sieht, wie die dem Systeme zugefiibrte lebendige 
Kraft zur Arbeitsleistung benutzt werden kann. Alloin in 
der soeben geschilderten Weise wiirde durch eine gegebenc 
Zufuhr von lebendiger Kraft nicht das Maximum von Arbeit 
geleistet werden. Ein Maximum von Arbeitsleistung er- 
halten wir aber, wenn wir einen aus vier Theilprooesscn 
bestehenden Kreisprocess in folgender Weise ausfuliren: 

20. Wir stecken durcb andauernde Wirksamkeit einer 
kleinen Kraft L die Arbeit Q 1 in das System. Um diese 
in der vortheilhaftesten Weise au.szuniitzen, wollen wir 
dabei von der Schale fortwahrend sehr kleine Grewiclitc 
wegnehmen und so das Gewicht p fortwahrend so abglei- 
chen, dass es immer bis auf verschwindend Kleines gleicli 
der Centrifugalkraft — R ist. Der Ueberschuss der Centri- 
fugalkraft uber p und die Grosse von L soil dabei fort¬ 
wahrend so regulirt werden, dass die Schale in solchem 
Tempo steigt, dass die Hebungsarbeit immer genau gleich 
der hineingesteckten Arbeit ist, also die lebendige Kraft 
des Systems constant gleich T bleibt. 

21. Nun fiihren wir keine lebendige Kraft melir zu, 
lassen aber die Schale noch fortwahrend steigen, was durch 
sehr langsame Verminderung ihrer Belastung zu bewirken 
ist. Diese ist wieder so zu reguliren, dass p immer nur 
unendlich wenig hinter der Centrifugalkraft zuriickbleibt. 
Da noch fortwahrend Arbeit geleistet, aber keine mehr zu- 
gefuhrt wird, so muss dies auf Kosten der im Systeme ent~ 
haltenen lebendigen Kraft geschehen. Diese muss daher 
abnehmen und 

p = 2T: r 

muss, gleiche Zunahme von r vorausgesetzt, rascher wie 
friiher abnehmen, da jetzt sowohl T abnimmt als auch r 
zunimmt. Dieser zweite Theilprocess soil fortgesetzt werden, 

=: 


22. 23.] Einfacher umkehrbarer Kreisprocess. 11 

bis die lebendige Kraft des Systems auf den Wert T 0 ge- 
sunken ist. 

22. Durch Hemmung der Knrbel mittelst einer sebr 
geringen Kraft soil nnn dem Systeme Arbeit entzogen wer- 
den. Dabei soli die Grosse der hemmenden Kraft und der 
Ueberschuss des Gewichtes p iiber die Centrifngalkraft 
(letzterer dnrcb stetes Auflegen kleiner Gewichte) immer 
so regulirt werden, dass erstens beide unendlich klein bleiben 
und zweitens die Schale sicb in solcbem Tempo senkt, dass 
die bierdurcb gewonnene Arbeit die lebendige Kraft des 
Systems constant erhalt. Wir haben also flir diesen dritten 
Theilprocess wieder 2 T — mr 2 w 2 = 2 T 0 — const. Wie 
lange dieser dritte Theilprocess fortzusetzen ist, finden 
wir am leichtesten in folgender Weise: Wir construiren 
auf dem Papiere eine Abscissenaxe OR, und eine Ordi- 
natenaxe OW. Auf der ersteren tragen wir die Werthe des 
r, auf der letzteren die des w auf. Der Zustand des Sy¬ 
stems, von welchem wir im ersten Theilprocesse ausgingen, 
ist dann durch einen bestimmten Punkt, etwa P, dargestellt; 
der ganze erste Process durch ein Stuck einer von P aus- 
gehenden gleichseitigen Hyperbel; der zweite Process durcb 
ein Stuck einer Curve, deren Gleicbung r 2 w — const, ist, 
die sich also rascber als die gleicbseitige Hyperbel asymp- 
totisch der Abscissenaxe nahert. Der dritte Process ist 
wieder durch ein Stuck einer gleichseitigen Hyperbel dar¬ 
gestellt. Wir ziehen nun durch P eine Curve mit der Glei- 
chung r 2 w = const.; wo selbe die zuletzt erwahnte gleich- 
seitige Hyperbel trifft, hat der dritte Theilprocess zu 
enden. 

Der gesammte Arbeitsbetrag, der dem Systeme wah- 
rend desselben entzogen wurde, sei Q 0 . 

23. Nun wirke auf die Kurbel, wie beim zweiten Theil¬ 
processe, keine Kraft; die Schale sinke langsam weiter und 
die lebendige Kraft nehme zu, bis der Ausgangszustand 
des Systems, also der Punkt P, wieder erreicht ist. Fol- 
gendes Schema giebt eine Uebersicht liber den gesammten 
Process: 


Dritter 

Theilprocess. 


Vierter 
Theilprocess . 
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Zweite Vorlesung. 


[24. 25. 


Berechnung 
der geleiste- 
ten Arbeit . 


Nicht umliehr- 
I'are Kreis • 
"jproeesse. 


Nr. des 
Theilproc. 

dessen charakt. 
Gleichung 

zugefQhrte 

Arbeit 

rp mr-ur 
1 ~~2~ 

r 

2T 

V = — 

Jr r 

1 . 

r 2 w~ = const. 

Qi 

const. = T x 

nimmt zu 

nimmt ab 

2. 

- 

r 2 w — const. 

Null 

nimmt ab 

nimmt zu 

n. bei gleicbem 
Wachsth. yon r 
rascher ab 

3. 

r 2 w 2 — const. 

-Qo 

const. = T 0 

nimmt ab 

nimmt zu 

4. 

r 2 w — const. 

Null 

nimmt zu 

nimmt ab 

nimmt 
rascber zu. 


24. Wahrend aller vier Processe zusammen wurden 
tbeils Gewicbte geboben, theils wieder gesenkt; da aber der 
erstere Yorgang durcbschnittlicb bei grosserer Centrifugal- 
kraft Tor sich ging als der letztere, so wurden im Ganzen 
mehr Gewicbte geboben als gesenkt, daber Arbeit geleistet. 
Die im Ganzen geleistete Arbeit ist, da wir es mit einem 
Kreisprocesse zu tbun baben, Q 1 — QI. Nun saben wir aber, 
dass dQ : T ein Yollstandiges Differential ist, integriren wir 
dieses liber alle vier Tbeilprocesse, so ergiebt sicb: 

Qi = 0 > = Qi-Qo 
X T 0 T x -T 0 * 

Wir braucben nur statt r zu sagen „Volum“, statt p 
„Druck“, statt T „Temperatur“, statt Q „zugefiibrte Warme“, 
so baben wir den Carnot’scben Process. 

25. Die Analogie geht natiirlicb nocb weiter. Es wird 
z. B. niemals exakt p = mrw 2 sein konnen, da ja sonst die 
Wagschale niemals in Bewegung kommen konnte, vielmebr 
muss, wenn r zunebmen soil, p kleiner, wenn es abnebmen 
soli, grosser als die Centrifugalkraft sein. Setzen wir 
daber 

p = mrw 2 — 6, 

so muss € immer mit dr gleicb bezeichnet sein. Man erbalt 
also genauer an Stelle der Formeln 8 und 4 die folgende 

d -§-=d log nat (.r*w 2 ) — . 

Da nun sowohl T als aucb das Produkt edr immer positiy 
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ist, so liefert dQ : T liber einen geschlossenen Prozess in- 
tegrirt allezeit etwas Negatives. 

Freilich wiirde sich das hier geschilderte System nur 
mit einem Gase decken, fur welches das Yerhaltniss der 
Warmecapacitaten gleich 3 ware, was eintrate, wenn sich 
die Molekule desselben statt im Raume nur in einer Ge- 
raden bewegen wiirden, an deren beiden Enden die Druck- 
kraft wirkte; auch wiirde die Labilitat des Gleichgewich- 
tes storen, was aber durch Gebrauch von Federspannungen 
an Stelle des hier der Einfachheit halber angewandten Zu- 
ges von Gewichten vermieden werden konnte. Ich kann 
selbstverstandlich hierauf nicht weiter eingehen und muss 
auf die zahlreichen einschlagigen Arbeiten von Eankine, 
Helmholtz, Clausius, mir und Anderen verweisen, welche 
ziemlich vollstandig zusammengestellt sind in meiner Ab- 
handlung Gott. Nachrichten vom 24. April 1886. Ygl. 
auch Kronecker’s Journal Bd. 98 S. 68 und Bd. 100 
S. 201. 

26. Diese Digression geschah ubrigens nicht bloss in du Then 
der Absicht, die allgemeinen Lagrange’schen Gleichungen 
an einem Beispiele zu erlautern, sondern sie sollte auch 
noch das Wesen der Theorien, mit denen wir uns jetzt be- 
schaftigen, iiberhaupt klar legen. 

Diese Theorien beanspruchen keineswegs von Hypo- 
thesen auszugehen, welche sich mit der wahren Beschaffen- 
heit der die Natur aufbauenden Urelemente und Urkrafte 
vollkommen decken, sondern bloss von Mechanismen, deren 
Wirkung mit dem Spiele der Naturerscheinungen in der 
einen oder anderen Beziehung eine grosse Analogie haben. 

Je umfassender und schlagender diese Analogie, desto 
brauchbarer natiirlich auch der betreffende Mechanismus. 

In diesem Sinne ist der Ausdruck Maxwell’s dynami¬ 
cal illustration 1 ) zu verstehen. 

Yerzichten wir daher auch einerseits auf Constructionen, 
die sich vollkommen mit der Natur decken, so haben wir 

x ) Maxwell, A dynamical theorie of the electromagnetic field. 

Scient. pap. vol. I, pag. 537. Roy. Soc. tr. vol. 55. 1865. 
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Dritte Vorlesung. 


[27. 28. 


Speciali- 
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andererseits wieder den Vortkeil, mit klar definirten mecha- 
niscken Systemen zu operiren, deren Gebrauch namentlick 
von grossem benristiscben Werthe ist, wie gerade die Max- 
well’scke Elektricitatstkeorie beweist. Die Meckanismen 
werden in spateren Zeiten wohl durck branchbarere ersetzt 
werden, aber das durch sie znr Anschauung gebracbte All- 
geineine, ihnen und den Naturvorgangen Gemeinsame wird 
aucb in jeder spateren Tbeorie besteken bleiben. 

Beim Licbte betracbtet ist unser Standpunkt vielleicht 
nicbt einmal so wesentlicb von dem der alten Tbeorien ver- 
scbieden. Ein aus elastischen Kugeln zusammengesetztes 
Gas, ein sechseckiger oder tetraedrischer Benzolkern sind 
dock wokl anck meckaniscke Analogien, dynamiscke Illu- 
strationen. Der Untersckied bestekt vielleickt nur darin, 
dass wir uns des sinnbildlicken Ckarakters nnserer Tkeorie 
klarer bewusst sind. 


Dritte Vorlesung. 

Bewegungsgleickungen fiir Cykeln; Beispiele. 

27. Wir wollen jetzt nackseken, wie sick die allge- 
meinen Gleickungen 2 modificiren, wenn wir speciell vor- 
aussetzen, dass das betracktete System ein cyklisckes sen 
Das Ckarakteristiscke jeder cykliscken Bewegnng bestekt 
darin, dass an Stelle jedes Tkeilckens, das seinen Ort ver¬ 
iest? sogleick ein gleickbesckaffenes, gleickbewegtes tritt, 
so dass sick der Zustand des Systems wakrend der Be- 
wegnng in keiner Weise verandert. 

28. Wir bezeicknen l als eine cykliscke Coordinate? 
wenn deren Veranderung eine derartige cykliscke Bewegnng 
darstellt; wenn also wakrend der Veranderung von l der 
ganze Zustand des Systems, daker auch jedenfalls die in 
demselben entkaltene lebendige Kraft keinerlei Aenderung 
erleidet. Daraus ist zu sckliessen, dass, wenn l eine cy¬ 
kliscke Coordinate ist, der Wertk von T nickt Funktion von 
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l sein darf; wohl aber kann und wird er im Allgemeinen V 
enthalten, da ja die lebendige Kraft ran so grosser sein 
wird, je rascher die cyklische Bewegnng vor sich geht. 

Der Zustand eines Cykels kann im Allgemeinen durcb 
eine beliebige Anzahl solcher cyklischer Coordinaten be- 
stimmt sein. Waren sonst gar keine Coordinaten vorhanden, 
so konnte der Zustand des Systems iiberbaupt gar nicbt in 
einen anderen iibergehen, da er sicb bei keiner Verande- 
rung irgend einer cykliscben Coordinate yerandern darf. 

29. Ausser^den cykliscben Coordinaten soli also der 
Zustand des Systems nocb durcb andere bestimmt sein, 
welcbe Helmholtz die langsam veranderlicben Coordinaten 
oder kurz die Parameter nennt, da sie eine Aebnlicbkeit 
mit den bei der Metbode der Variation der Constanten, bei 
Aufsucbung der einbiillenden etc. vorkommenden verander- 
licben Parametern baben. Diese Parameter baben nicbt 
die Eigenscbaft der cykliscben Coordinaten, dafiir aber sollen 
sie sicb so ausserordentlicb langsam yerandern, dass ibre 
Differentialquotienten nacb der Zeit vernacblassigt werden 
konnen; dass also, wenn man diese Parameter mit k be- 
zeicbnet, die lebendige Kraft zwar die k selbst, aber nicbt 
deren Ableitungen nacb der Zeit k r enthalt. 

30. Man kann daber scbreiben: 

5) T = f(k, V). 

Es ist eine weitere Polge der langsamen Veranderlicb- 
keit der k , dass wabrend eines langeren Zeitraumes die k 
als constant betracbtet werden konnen, so dass wabrend 
dieses Zeitraumes dieBewegung als eine cykliscbe betracbtet 
werden darf; erst nach langerer Zeit nebmen die k allmab- 
licb andere Wertbe an, so dass die Bewegung jetzt wieder 
eine cykliscbe ist, aber mit etwas veranderten Wertben 
der Parameter. Wabrend also die V gross sind, so sind 
die V' klein yon derselben Ordnung, wie die k\ 

Als Erlauterung m6ge das in der yorigen Vorlesung 
bebandelte Beispiel gelten. Da war l eine cykliscbe Coor¬ 
dinate, bei deren rascber Veranderung sicb der Zustand 
des Systems nicbt andert; r dagegen wurde als langsam 
yeranderlicher Parameter yorausgesetzt, so dass die Gre- 


Langsam ver- 
dnderliche 
Coordinaten. 


Der Zustand 
ist Fmktion 
von 7c und l'. 
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[31. 32. 


Bewegungs - 
gleichungen 
far Cykelw. 


Sind alle ein - 
gefiihrten 
VemctcJilas- 
sigungen le- 
grundzt? 


schwindigkeit r' verschwindet, aber die cyklische Rotations- 
bewegnng des Systems bald bei kleineren, bald bei grosse- 
ren Distanzen der Masse m von der Drehnngsaxe vor sich 
geht T war Fnnktion von V und r. In ganz analoger 
Weise denken wir nns, dass anch die Volumverandernngen 
wanner Korper sehr langsam gegeniiber der Moleknlarbe- 
wegung, welche wir Warme nennen, die sichtbaren Be- 
wegungen der Stromleiter nnd Magnete sehr langsam gegen¬ 
iiber den Bewegnngen, welche wir Elektricitat nennen, vor 
sich gehen. 

31. Wir konnen jetzt ein Cykel anch definiren, als 
ein solches System, welches keine anderen als cyklische 
nnd langsam veranderliche Coordinaten enthalt, nnd erhalten 
mit Riicksicht auf die Gleichung 5 aus nnseren allgemeinen 
Bewegnngsgleichnngen 2 fur Cykeln die nachfolgenden Be- 
wegnngsgleichnngen: 


6 ) 




6T 
' dk ? 


L 


A 

dt dl' J 


worm K nnd L in oben definirtem Sinne die Krafte sind, 
welche einestheils die langsam veranderlichen Coordinaten 
k, anderentheils die cyklischen Coordinaten l zn vergrossern 
streben. 


32. Da bei der partiellen Differentiation die Grossen- 
ordnnng der Glieder im Allgemeinen verandert wird, so 
konnen Zweifel entstehen, ob nicht hierbei Glieder von 
derselben Grossenordnnng wie die Ansschlaggebenden ver- 
nachlassigt worden sind; daher scheinen die folgenden Be- 
trachtnngen zur Zerstrennng derartiger Zweifel nicht ganz 
hberflhssig. 

Wir nehmen an, die langsame Veranderlichkeit jedes 
der k soil dadurch ansdrtickbar sein, dass wir k = f(e.t) 
setzen, wobei f(x) eine samrnt ihren Ableitnngen endliche Funk- 
tion des endlichen Argumentes as, s aber eine sehr kleine 
Grosse ist. In gleicher Weise soli die langsame Verander¬ 
lichkeit von V dadurch ansdrtickbar sein, dass V = g(£. t) ge- 
setzt wird, wobei g nnd £ dieselben Eigenschaften wie f 
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und e haben. Natiirlich ist dann l selbst sehr gross, was 
aber nicht schadet, da l selbst in den Gleichungen nirgends 
vorkommt. 

T ist eine homogene Funktion zweiten Grades von Tc 
und Z', deren Coefficienten bloss Funktionen der k sind. Es 
soli Ak' 2 ein Glied reprasentiren, welches das Quadrat 
eines k' oder ein Produkt zweier k' enthalt. In gleicher 
Weise sei Cl' 2 ein Glied, welches ebenso beziiglich l be- 
schaffen ist, und endlich Bk'V ein Glied, welches ein Pro¬ 
dukt eines k' und eines V enthalt. Die Coefficienten A, B, G 
sind Funktionen der k und sollen endlich sein, sowie auch 
ihre partiellen Ableitungen nach diesen Grossen, welche 
wir symbolisch durch A', B f . . . ausdriicken. Der vollstandige 
Ausdruck fur K ware: 

d_ dT_dT t 
dt dkf dk 

Wir bezeichnen den ersten Addenden dieses Ausdrucks mit I, 
den zweiten mit II. Solche Glieder, welche die Differen¬ 
tiation von: 

Ak' 2 , Bk'V oder Cl' 2 

in I liefert, sollen mit I a , I b resp. I e bezeichnet werden 
und analoge Bedeutungen sollen II a , II b , II 6 haben. 

Dann ist, wenn man Glieder von gleicher Grossenord- 
nung der Kiirze halber einfach einander gleichsetzt: 

i.= = k '* A ' + k " A = 

wobei die letzte Gleichung lediglich ausdriicken soli, dass 
beide Glieder von der Grossenordnung e 2 sind. Ebenso er- 
giebt sich 

II a = A'k' 2 = 8 2 , 

I b = B r k'V + Bl"^s + £, 

II b ^Bk'V = e, I c = o, 

wogegen II C = C'l' 2 endlich ist, welches Glied eben allein 
den in Gleichung 6 vorkommenden Werth far K liefert. 
Da das undifferentiirte l nirgends vorkommt, so ist 

^ dt dV * 

Die Glieder von der Form Ak' 2 liefern in diesen Ausdruck 
nichts, ein Glied von der Form Bk'l' soil III b , ein Glied 

Boltzmann, Vorlesungen. 2 
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133. 

von der Form Cl' 2 aber III C liefern, dann ist, w enn 'wioder 
das Gleichheitszeichen nur Gleichheit der Grossenordnung 
ausdriickt, 

III h = Bk" + B'k' 2 = s 2 
III 0 = C'k'V + Cl" = a + f. 

Es ist also L unendlich klein, wie vorauszusehen war und 
alle anderen Glieder verschwinden unter alien TJmstanden 
gegeniiber III C , welches gerade auch die in Gleichung 6 
aufgenommenen Glieder darstellt. 

Die sowohl k' als V enthaltenden Glieder wurtlen zu 
ganz eigenthiiinlichen, bisher noch nicht entdeckten Ersohei- 
nnngen Veranlassung geben, denen Maxwell in. seincm 
Treat, on Electr. 2. Edit. Vol. 2, sect. 574, deutsch pag. 
263, eine langere Betrachtung widmet. 


33. Der einfackste Fall ist der, dass nur eine oiimge 
cyklische Coordinate vorhanden ist. Es ist dann die Lage 
sammtlicher Theile des Systems, abgesehen von den lang- 
sam veranderlichen Coordinaten, nur noch durch die Lage 
eines einzigen Antriebspunktes bestimmt, wclche wiederum 
durch eine einzige cyklische Coordinate l definirt ist. Iiuht 
der Angriffspunkt, so ruhen alle Theile des Systems; be- 
wegt er sich mit einer gegebenen Geschwindigkeit 1% bo Bind 
dadurch die Bewegungen aller Massen des Systems bestimmt. 
Natiirlich sind dabei immer die Werthe der langsam ver¬ 
anderlichen Parameter als gegeben vorausgesetzt, welche 
ja stets wahrend einer langdauernden Bewegung des Systems 
als constant betrachtet werden konnen. 

Das System, welches wir betrachten, kann dabei aus 
beliebig vielen beliebig miteinander und mit dam An- 
triebspunkte verbundenen Massentheilchen m l9 m 2f ... . m p 
bestehen. Wir sahen, dass die lebendige Kraft T des Sy¬ 
stems nur Funktion von V und den Parametern Jc sein kann* 
Behalt jedes Massentheilchen wahrend seiner ganzen Be¬ 
wegung denselben Bewegungszustand, so werden auch die 
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Geschwindigkeiten v v v % ..v p der einzelnen Massentheilchen 
nur Funktionen von V nnd k sein. Nimmt ein bestimmtes 
Massentheilchen, wahrend es fortwandert, verschiedene Ge¬ 
schwindigkeiten an, so ist doch jedenfalls die Geschwindig- 
keit, die an einer bestimmten Stelle des Raumes herrscht, 
nur Funktion von l' und k 9 was bei Berechnung von T auf 
dasselbe berauskommt, da ja T eine liber alle Massentheil- 
chen zu erstreckende Summe ist. 

Ini Folgenden soil niemals in den Fallen, wo Para¬ 
meter vermittelst gewisser Bedingungsgleicbungen eliminirt 
werden konnten, z. B. vermittelst der Bedingung, dass auf 
sie niemals eine Kraft wirkt*), diese Elimination vorgenom- 
men werden, sondern sammtliche langsam veranderliche Pa¬ 
rameter und auch die darauf wirkenden Krafte sollen, selbst 
wenn letztere immer gleich 0 sind, in den Gleicbungen be- 
lassen werden; dann sind Falle kaum denkbar, wo die Ge¬ 
schwindigkeiten v, andere als lineare Funktionen der Ge¬ 
schwindigkeiten V sind, was naturlich ebenso fur die spater 
zu betrachtenden Falle gilt, wo mehrere cyklische Coordi- 
naten vorhanden sind. 

Es scheint, dass die Voraussetzung jeder anderen nicht 
linearen Abhangigkeit zu mechanischen Ungereimtheiten 
fiihren wiirde. Sollte aber spater doch einmal die Moglich- 
keit von Bewegungen entdeckt werden, wobei die v nicht 
lineare Funktionen der V sind, so setzen wir jedenfalls vor- 
aus, dass die Bewegungen, welche zu den magnetischen 
und elektrischen Erscheinungen Veranlassung geben, nicht 
in diese noch ganz hypothetische Kategorie von Bewegungen 
gehoren. Mit einem Worte, wir setzen: 

Vi = a k l% (i = 1, 2 ... p) 



wobei die Coefficienten a selbstverstandlich Funktionen der 
langsam veranderlichen Parameter k sind. Die Gleichung 
6 liefert dann: 

9 v. Helmholtz, Principien der Statik monocyklischer Systeme. 
Kroneker’s Journal Bd. 97 S. 132. 


2. Eypot) 
Die v i ' 
neare 
tionen 
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34. Um sich die wahre Bedeutung dieser Gleichungen 
moglichst zu veranschaulichen, empfehle ich die Anwendung 
auf Beispiele und deute hier nur einige Verallgemeinerungen 
des in der zweiten Vorlesung gegebenen Beispieles kurz an. 

Die an dem rotirenden Eohre befestigte Seitenstange der 
Fig. 1 Art. 17, (AC in Fig. 2) sei nicbt fest, sondern durch 
ein Gelenk A mit dem Eohre verbunden. Aehnlich sei eine 
zweite gleich lange Stange CE durch ein Gelenk E mit einer 

in der Axe der Eohre ver- 
Fig. 2. schiebbaren dritten Stange 

verbunden. Die beiden an- 
deren Enden der ersten und 
zweiten Stange endlich seien 
wieder durch ein Gelenk C mit 
einander verbunden (s. Fig. 2). 

Von der dritten Stange 
rage das Stuck y aus dem 
Eobre hervor. Auf der ersten 
Stange gleite die Masse m , 
durch einen Faden wie in 
Fig. 1 gehalten, von dem ein 
Stuck x aus dem Eohre her- 
ausragt. Hier ist wieder die 
Kurbel der Antriebspunkt. Die 
Winkeldrehung, oder, wenn 
man will, der Weg l der Kur¬ 
bel, ist die cyklische Coordi¬ 
nate, x, y sind die Parame¬ 
ter. Wir setzen voraus, dass 
die fixen Bestandtheile ein 
Tragheitsmoment J haben, wahrend das des Fadens und der 
beweglichen Stangen verschwindet, sowie dass sich die Para¬ 
meter x, y geniigend langsam andem. Dann ist: 

T — — (J -f- , L = ^ [(J -f mr 2 )Z'J, da A = /+ mr 2 ist. 
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Die Kraffce, welche den Faden und die Stange aus der 
Rohre herauszuziehen suchen, sincl * j 

X— — mrl' 2 ~ P T — — mrl ' 2 ^-. 

ox ay 

% 

Bildet die erste und zweite Stange den Winkel 2 a, so ist 
dr : dx = — cos a. Verschiebt sich das an die dritte 
Stange stossende Ende E der zweiten Stange um EE' = dy, V 
so verscbiebt sicb die Projection D ihres anderenEndes G auf 
die Axe urnDD' = dy: 2, derPunkt Cum CC'= dy: 2 cos 
der Mittelpunkt B der Masse 3?um BB' = CC'.(X —as):A = 

(2 — x) dy :2Xo,Q§a, und die Entfernung r der Masse m yon 
der Stange wachst um Sr = — BB'sma— — (l — x)tgccdy :2X^-~~ 
wobei X die Lange der ersten Stange ist, welche ebenso- 
gross wie die der zweiten Stange sein soil. Der Faden soil 
eine solcbe Qesammtlange haben, dass sich fur x = o die 
Masse m in G befindet. 

Da ausserdem r — (X —a*) cos cc ist, so erhalt man: 

X = mV 2 (k — x) cos 2 a, J = (l — ce) 2 sin «. 

u k 

Um noch einen Fall zu betrachten, wo auch m veran- 
derlich ist, communicire mit der vertikalen Rohre eine 
enge horizontal Rohre, und diese 
am Ende mit einem schlaffen 3 * 

Ballon. Die yertikale Rohre sei 
unten zu, oben mit einem ver- 
schiebbaren Kolben vom Flachen- 
inhalte f yerschlossen, dessen Stiel 
um das Stuck x aus ihr hervorragt. 

Sie wie die horizontale Rohre und 
der Ballon seien mit einer incom- 
pressiblen Flussigkeit yon der 
Dichte q gefullt. (Siehe Fig. 3.) 

Dann ist dm = — Qfdx , daher 
die Kraft X , welche x zu yer- 
grossern strebt: 

_ rH'% dm, _ QfrW *. 



x) 


, rr , r 

. J Vf 
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Ein 35. Eine derartige monocyklische Bewegung, deren In- 

sfrtm l ist7m tensitat durch die Ableitung einer einzigen Variablen nach 
Monocykei . ^ yoiikommen bestimmt ist, ist nach Maxwell ein 
in einem Drahte cirkulirender elektrischer Strona. V misst 
die Geschwindigkeit der Bewegung, wird also jedenfalls mit 
wachsender Stromintensitat wachsen; L ist die Kraft, welche 
die monocyklische Bewegung antreibt, wachst also mit wach¬ 
sender elektromotorischer Kraft. Die Bewegung findet theil- 
weise im umgebenden Aether, moglicherweise auch in um- 
gebenden Eisenmassen etc. statt. Diese Bewegung in der 
Umgebung andert sich, wenn der Draht seine Gestalt, die 
umgebenden Eisenmassen etc. ihre Lage andern und zwar 
sollen k die Parameter sein, welche die Gestalt, Lage des 
Drahtes, der Eisenmassen etc. bestimmen. 

Die Geschwindigkeit eines jeden im Drahte oder in der 
Umgebung befindlichen ponderablen oder inponderablen Mas- 
sentheilchens (resp. die Geschwindigkeit an einer bestimmten 
Stelle, durch welche Massentheilchen hindurcliwandern), 
soli proportional V sein. Der Proportionalitatsfaktor aber 
wird von der Gestalt des Drahtes und der Lage der um¬ 
gebenden Korper, also von dem Werthe der Parameter k 
abhangen. Die K sind die Krafte, welche von aussen 
auf das System wirken miissen, um die Werthe von V und 
diesen Parametern constant, respektive gerade in der Weise 
langsam veranderlich zu machen, dass k f und l " die in den 
Gleichungen angefixhrten Werthe haben. 

K sind also die ponderomotorischen Krafte, welche bei 
den in den Gleichungen enthaltenen Werthen von k' und 
l" von aussen auf den stromfuhrenden Draht und die um¬ 
gebenden Korper wirken miissen, —if die Krafte, welche 
scheinbar durch die cyklische Bewegung (wie die Centri- 
fugalkraft durch die Kreisbewegung) erzeugt und denen die 
Krafte + K (Centripetalkraft) das Gleichgewicht halten. 
Ebenso sind L die Krafte, welche unter denselben Be- 
dingungen von aussen wirken miissen. 

Bewegungs . 36. Wir setzten bisher das System als frei von Be¬ 

rn em«, wegungshindernissen voraus. Damit es einem elektrischen 
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Strome vollkommen analog werde, miissen wir auch solche 
einfuhren. 

Bewegungshindernisse, welche sich der Veranderung 
der k entgegenstellen wiirden, waren etwa Keibung der 
Drahtstiicke der Stromleitung oder benachbarter Eisenkorper 
bei einer sichtbaren Bewegung derselben und Aehnliches, 
waren also in die K einzubezieben. Solche dagegen, welche 
der cyklischen Bewegung entgegenwirken und deren Ge- 
sammtbetrag ^ir mit W bezeichnen wollen, miissen expli¬ 
cit in die Gleichungen eingefuhrt werden. 

Sei L 0 die Kraft, welche thatig sein musste, wenn die 
Bewegungshindernisse fehlten und welche also durch Glei- 
chung 6 bestimmt ist, L m aber die bei Thatigkeit der Be¬ 
wegungshindernisse nothwendige Kraft; so ist: 

L. = L. + W-±fg+W. 


Wenn man daher wieder den Index m weglasst, so erhalt 
naan beim Vorhandensein der Bewegungshindernisse an Stelle 
der Gleichung 6 die folgende: 


8 ) 


L = 


d_ 8T 
dt dl 


7 + W. 


Bleibt die Stromintensitat, die Gestalt des Drahtes und die 
Lage der umgebenden Massen, also V und dT\dV constant, 
so ist daher L = W. Dann wird aber die elektromotorische 
Kraft durch das Ohm’sche Gesetz bestimmt. 

Wiirden wir also voraussetzen, dass L einfach der 
elektromotorischen Kraft, V der Stromstarke proportional ist, 
so miisste, urn der Erfahrung zu geniigen: 

W = V x const. 

gesetzt werden. Wir miissten also annehmen, dass die Ge- 
genkraft der Bewegungshindernisse der Geschwindigkeit der 
Bewegung, also der Stromstarke proportional ist. Obige 
Annahme ist zwar die einfachste, liber ihre Berechtigung 
kann aber nur durch Zuziehung weiterer Erfahrungsthat- 
sachen entschieden werden, welche am passendsten der 
Weehselwirkung zweier elektrischer Strome entnommen 
werden. 
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Yierte Yorlesung. 

Bicykel. Absolute Strommessung. 


37. Sei nun ein System gegeben, das aus beliebig 
yielen Massentheilchen m lf m 2 . . . m p mit den Greschwindig- 
keiten v lf v 2 ... v p besteht. Die Position jedes Massen- 
tbeilcbens sei durch beliebig viele langsam veranderliche 
Parameter k v k 2 ... k n und durch zwei cyklische Coordi- 
naten l v l 2 bestimmt, deren Ableitungen nach der Zeit wir 
mit l\ und V 2 bezeichnen. 

Es sei wieder: 

9 ) + W' s , (<« 1 , 2 -.jp) 

[Vi bezeichnet eventuell die Geschwindigkeit an einer be- 
stimmten Stelle des Raumes, wo fortwahrend Massentheil- 
chen passiren). Setzt man daher: 

i~p i=p i=p 

10) A = 2 m i & = 2 a ' 1 ^ i3 

i=l i-1 i = 1 

so wird 

11) r= ¥ r 1 *+fv + «W 

Die Momente sind: 


K = + CV v *2 = 5T = Cl\ + Bl\ , 


und man erhalt die Bewegungsgleichungen: 


12 ) 


_ 




u - <i K +Ci '») + w - 


dt 

disk'd 


\ K = _ dT = _ ZV> dA _ l\ BB , 8 0 
( dk 2 8k 2 3k 12 dk ‘ 

Hier sind die L die Krafte, welche die beiden cyklischen 
Coordinaten zu vergrossern suchen, E dagegen die Krafte, 
welche irgend einen der Parameter Jc zu vergrossern streben. 
W 1 und W i aber ist der Gesammtbetrag der Bewegungshinder- 
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nisse, welche bei Veranderung der ersten, resp. der zweiten 
cyklischen Coordinate auftreten. Es wird vorausgesetzt, dass 
der Mechanismus, welcher die Bewegung von den Antriebs- 
punkten anf die einzelnen Massen iibertragt, ohne Bewe- 
gungsbindernisse ist nnd nur die Bewegung der Antriebs- 
punkte selbst solcbe erfahrt, so dass W x bloss Funktion 
der Bewegung des ersten, W 2 des zweiten Antriebspunktes 
ist, nicbt aber die Bewegung des ersten Antriebspunktes 
auch auf W 2 you Einfluss ist, oder umgekehrt, 

38. Diese Gleichungen sind ganz allgemein. Wie immer 
die Massen beschaffen sein mogen, deren Bewegung uns als 
elektrischer Strom erscheint, wie complicirt auch ihre Yer- 
bindungen seien, wie immer der Charakter dieser Be- 
wegungen selbst gestaltet sein mag: wenn es nur cyklische 
sind, die den Grundprincipien der Mechanik gehorchen; 
jedes Mai mixssen sie die obigen Gleichungen erfiillen, welche 
ja eine unmittelbare Consequenz jener Grundprincipien sind. 
Doch urn uns den physikalischen Sinn dieser Gleichungen 
moglichst zu veranschaulichen, wollen wir zunachst ihre 
Anwendung auf specielle Palle zeigen. Wir konnten da 
Flussigkeitsstrome in in sich zuriicklaufenden Kanalen, 
Prozesse, wo stete Verdampfung und Wiedercondensation, 
chemische Yerbindungen und Dissociation, Elektrolyse etc. 
stattfindet, wahlen. Doch wird es sich offenbar empfehlen, 
zuvorderst ein denkbar einfaches Beispiel zu betrachten. 
Zwei von einander unabhangige nebeneinanderstehende Ap- 
parate, jeder so beschaffen, wie der in Fig. 1, Art. 17 dar- 
gestellte, wiirden den Bedingungen, die wir jetzt aufstellten, 
geniigen* allein da wiirden gerade die Glieder, welche das 
Zusammenwirken beider ausdriicken und auf die es uns jetzt 
am meisten ankommt, fehlen. Deshalb wollen wir das fol- 
gende ideale Modell betrachten. 

39. Drei coaxiale Bohren sollen iibereinander stehen; 
passende Yerjiingungen der mittleren sollen ein klein 
wenig in die oberste und unterste hineinragen und darin 
reibungslos drelibar sein, wahrend die oberste und un¬ 
terste so getragen werden, dass sie keiner anderen 
Bewegung als einer Drehung urn ihre Axe fahig sind (vgl. 


Beispiel 

Bicyht 


Ideal 

Mechani 
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Fig. 4). Jede der dreiRohren trage eine Masse, m 1 zu oberst, 
m 2 zu unterst, m 3 in der Mitte, welche genau wie die Masse 
der Fig. 1 Art. 17 beweglich und you einem Faden gezogen 
ist. Alle drei Faden ragen aus der untersten Rohre ber- 
vor. Die Distanzen der Massen von der Axe seien r x , r 2 , r r 

Die oberste und un- 
terste Rohre sollen 
genau wie die Rolire 
der Fig. 1 durch eine 
Rurbel drebbar scin. 
Das mittlere Rohr 
aber soil mit ihnen 
in der folgendenWeise 
verbunden sein: Das 
oberste und unterste 
Rohr tragen je eino 
zu ihrer Axe senk- 
rechte Scheibe, das 
mittlere aber eine zu 
seiner Axe senkrechte 
Stange, an welcher 
eine zur Stange senk¬ 
rechte Scheibe dreh- 
bar befestigt ist, die 
die beiden anderen 
Scheiben beriihrt und 
darauf ohne Reibung 
und Gleitung rollt. 
Die Abhangigkeit der 
Bewegung des mitt- 
leren Rohres von den 

beiden anderen fin- 

% 

det man leicht durch 
folgende Ueberlegung: Wenndasobereund untereRohr beide 
um den gleichen Winkel im selben Sinne gedreht werden, 
so dreht sich dabei auch das mittlere Rohr im selben Sinn© 
urn den gleichen Winkel, die dritte Scheibe jedoch dreht 
sich dabei gar nicht. Wird dagegen das obere und untere 


Fig. 4. 
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Rohr um den gleichen Wink el im cngegengesetzten Sinne 
gedreht, so dreht sich die mittlere Scheibe, aber ihr Mittel- 
punkt und daher auch das mittlere Rohr bewegt sich nicht. 

Wird daher das obere Rohr um einen beliebigen Winkel l l7 
das untere im gleichen Sinne um einen beliebigen anderen 
Winkel l 2 gedreht, so kann man sich die Sadie immer so 
vorstellen , als ob zuerst bcide Rohre im selben Sinne um 
den Winkel + l 2 ) : 2, hernadi aber das obere wieder im 
selben Sinne um den Winkel (1^ — 1 2 ) : 2 , das untere da- 
gegen im entgegengesetzten Sinne um denselben Winkel 
(Zj— 1 2 ) : 2 gedreht worden ware. Nur der erstere Process 
dreht das mittlere Rohr und zwar um den Winkel (l x + l 2 ): 2. 

Ks ist also die Drelmng und daher auch die Winkelgeschwin- 
digkeit des mittlercn Rohres immor das arithmetische Mittel 
aus der der beiden anderen. 

Wird also alios Uebrigo als massenlos vorausgesetzt, gum* 
so hesteht das System nur aus drei Masson m l? m 27 m d7 
und ist durch die heiden cyldischen Coordinaten l }} l % und 
die drei langsam verftnderliehen Parameter r x , r 2 , r 3 voll- 
kommon bestimmt. Die Geschwindigkoiten dor Massen sind: 


V'u V 


•i'x + VA- 


Ks ist also in Kormel 9 und 10 zu sotzon: 


<h r v = h i = o, i a = r 2 , a n « b n = r 9 : 2, 
was lieibrt: 


A ~ fj 2 + 


- m 2 r* + 


odor wernn man noch beliufs mbgliehstor Voroinfaehung der 
Kormeln die obersto und unto rs to Masse untereinander 


gleieh m) 7 die mittlere aber vior Mai so gross annimmt: 

A =« m (/y ! + r 9 *) 9 B « m(r</ + r**)> a 8=8 *w s a - 
Ponken wir uns dieses Worthe in die Kormeln 12 oingosotzt, 
so erhaltcm wir also die Bewegungsgleicbungen unseres Sy¬ 
stems. W l7 W 2 sind die Kriifte, wolehe die Bewegungs- 
hindennsso dor Brehung der obersten und. unterwten Rdhrc 
entgegemsetzen (z. B. Roibung in den Lagern), wEhrond alle 
anderen Bowegungon als frei von Bewegungshindcrnisson 
vorausgesetzt werden. 
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[40. 


40. Wir •wollen zunachst der oberen Rohre mittelst 
der oberen Kurbel eine beliebige vorgeschriebene Bewegung 
ertheilt denken und uns -fragen, welche Kraft L 2 dabei auf 
die untere Kurbel wirken muss, damit die untere Rohre 
stets in Ruhe bleibt. Da die untere Rohre sich nicht be- 
wegt, so ist r 2 ==o; aber dieselbe kann offenbar, wenn sie 
ruht, auch keinen Widerstand erfahren, weshalb auch 
W 2 = o und 



ist. So lange daher die r unverandert bleiben und auch die 
Geschwindigkeit des ersten Rohres sich nicht andert, wirkt 
auf die zweite Kurbel keine Kraft, w&chst dagegen die Ge¬ 
schwindigkeit der ersten Rohre, so muss auf die zweite 
Kurbel, urn sie ruhig zu erhalten, eine Kraft im gleichen 
Sinne wirken, deren Intensitat proportional dl\ : dt und pro¬ 
portional dem Coefficienten G ist (inducirte elektromotorische 
Kraft). Kehlte jene Kraft, so wiirde sich die zweite Rohre, 
w&hrend des Wachsthums der Geschwindigkeit der ersten, 
im entgegengesetzten Sinne drehen (inducirte Drehung). Das 
Entgegengesetzte gilt, wenn die Geschwindigkeit der ersten 
Rohre abnimmt. 

Einen gleichen Effekt hat aber bei constanter Dre- 
hungsgeschwindigkeit der ersten Rohre ein Anwachsen oder 
Abnehmen von C durch langsame Handhabung des r 3 regu- 
lirenden Fadens. Im ersten Fall tritt eine entgegengesetzte, 
im letzten eine gleichsinnige Drehung der unteren Rohre auf, 
beide sind proportional l\ und dC: dt. 

Die Analogic mit zwei elektrischen Stromen ist eine 
vollstandige. A ist der Selbstinductionscoefficient der er¬ 
sten, B der der zweiten, C der wechselseitige Inductions- 
coefficient beider Strombahnen. 

Die Analogie geht noch weiter. Gemass der letzten 
der Gleichungen 12 wirken auch Krafte auf die Parameter, 
von denen die Werthe von A, B, C abhangig sind (auf die 
Faden). Die Intensitat derselben ist fur in A enthaltene 
Parameter l \ 2 , fur in B enthaltene Parameter T 2 2 , fiir in 
C enthaltene aber dem Produkte l\l' 2 proportional und 
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41 •] 

superponirt sicli flir solcbe Parameter, die in mebreren der 
Grossen A, P, C Yorkommen. Wenn l\ und l\ gleicbbe- 
zeicbnet sind nnd G beim Wacbstbum des Parameters 
wacbst, so ist, urn ihn constant zn erhalten, eine Aussen- 
kraft nothwendig, die ibn zn verkleinern sucbt. 

41. Dasselbe gilt auch von zwei elektrischen Stromen. 
Wenn beiAenderung irgend einer Coordinate sich der Selbst- 
inductionscoefficient des ersten resp. zweiten Stromkreises 
andert, wirkt daranf eine dem Quadrate der Intensitat 
des ersten, resp. des zweiten Stromes proportionate ponde- 
romotorische Kraft; wenn aber der wecbselseitige Induc¬ 
tions coefficient Funktion dieser Coordinate ist, so wirkt dar¬ 
anf eine dem Produkte beider Stromintensitaten proportio¬ 
nate Kraft; andern sicli endlicb bei Veranderung der Coor¬ 
dinate mebrere dieser Coefficienten gleicbzeitig, so addiren 
sicb ancb die betreffenden Krafte. 

Wir geniigen also nnr dann der Erfahrung, wenn wir 
annebmen, dass die Stromintensitaten in der That den Ge- 
scbwindigkeiten V der Antriebspnnkte proportional sind. 
Oder besser gesagt, wir definiren die Stromintensitat so, 
dass die erstgenannten Krafte ibren Quadraten, die letzt- 
genannte aber ibrem Produkte proportional werden. Wir 
denken nns einen ein flir alle Mai unveranderlicben Strom 
gegeben und in die Nahe einen beweglicben Stromleiter 
gebracbt. Wollen wir die Intensitat zweier anderer elek- 
trischer Strome mit einander vergleicben, so scbicken wir 
durcb jenen Stromleiter zuerst einen Strom Yon gleicher In¬ 
tensitat, wie der erste; dann einen Srom von gleicber In¬ 
tensitat wie der zweite. Das Verbaltniss der ponderomo- 
toriscben Krafte, die derselbe (natiirlicb immer die gleiche 
Gestalt und relatiYe Lage zum ersten Strom vorausgesetzt) 
in dem einen und anderen Ealle erfabrt, giebt das ge- 
wiinscbte Verbaltniss der Stromintensitaten. Dieses Ver- 
fabren fallt iibrigens, wenn man permanente Magnete als 
Aggregate unYer&nderlicber Molekularstrome auffasst, mit 
der Strommessung durcb die Tangentenbussole zusammen. 
Vorausgesetzt ist dabei natiirlicb nocb, dass man durcb 
Elektrolyse oder eine andere Wirkung die Gleichbeit des 


3. Erfah- 
I'ungssatz 
(besser Defi¬ 
nition der 
Strominten¬ 
sitat J. 
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42. 


Ibsolute 
sung der 
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Stromes im beweglicben Stromleiter mit je einem cler zu 
messenden constatiren kann. 

42. Wollen wir eine Einbeit der Stromintensitat do- 
finiren, so ist es bei unserem augenblicklichen Standpunkte 


Fig. 5. 



niclit gut, yon clem Begriffe eines 
permanenten Magnets auszugehen. Wir 
denken uns vielmebr zwei sehr lango 
paraliele Strome in der Entfernung a 
Fig. 5. Sei dx ein Element des einon, 
dx eines des anderen Stromes, r deren 
Entfernung, i, % die im magnetisclien 
Maasse gemessenen Stromintensitaten, so 
ist die Anziebung der beiden Elemento 
nach dem Ampere ? scben Gesetze, wenn 
beide sick in atmospbariscber Luft bc- 


finden: 


14) p = — ■ [2 cos {dx, dx) — 3 cos (r, dx) cos (r ; dx')]. 


Sucht man die Componente q dieser Kraft senkrecbt zu den 
beiclen Str5men und substituirt fur die Gosinus ibre Worth©, 
so findet man, wenn x die Entfernung des Elementes dx 
von der Projektion des Elementes dx auf den Stromleiter, 
dem dx angebort, bedeutet: 

q = ii'adx dx - —-) = adz dx f~ + -~~ s 2 .*’) . 


Die gesammte Kraft Q, welche der eine Dralit auf die Lan- 
geneinheit des zweiten ausubt, findet man, wenn man be- 
ziiglich dx Ton — oo bis + oo integrirt und dx'= 1 setzt. 
Wegen 

« 2 j~ 

ergiebt sich ^ 

Wir wollen uns also die beiden sehr langen Drahte, in dem 
Normalmedium (atmospharischer Luft) befindlich, von zwei 
Stromen von der gleichen Intensitat durchflossen und letz- 
tere so gewahlt denken, dass, wenn sich die Drahte in 




43. 44.] 


Joule’s, Ohm’s Gesetz. 


31 


der Entfernung eines Centimeters befinden, j'eder anf die 
Langeneinheit des anderen gerade die Anziehungskraft zweier 
Dyne austibt. Fur einen Strom von solcber Intensitat 
setzen wir V = 1 , dann konnen wir fiir beliebige Strome l' 
dnrcb eine Zabl ausdriicken nnd wissen, dass wir nns mit 
dem sonst als magnetischen Strommaasse bekannten Maasse 
im vollem Einklange befinden. 

43. Wir betrachten nnn einen einzigen unverander- 
lichen Strom von der Intensitat V (wie wir bereits sagen 
diirfen). 

Fiir diesen ist nach G-leichung 8: L = IF. Die wah- 
rend der Zeit St geleistete Arbeit ist: LSI — Wl'St; die in 
der Zeiteinbeit geleistete Arbeit ist also WV. 

Wenn dieser Strom sonst keinerlei Arbeit leistet, muss 
dieselbe als Warme auffcreten. Wir nebmen nun als aus 
der Erfabrung gegeben an, dass unter diesen Umstanden 
die erzeugte Warme in Arbeitsmaass gemessen gleicb col' 2, 
ist, wobei co eine Constante der Leitungsbabn ist, welcbe 
wir den im magnetischen Maass gemessenen Widerstand 
nennen. Durch Messung der bei gemessener Strominten- 
sitat in einem Leiter auftretenden Warme kann derselbe 
immer experimentell bestimmt werden. Damit der obige 
Ausdruck biermit im Einklange sei, muss 


4. Erfah - 
mngssaiz. 
Joule’s Ge¬ 
setz. Mes¬ 
sung von co. 


15) W = col\ 

also die G-egenkraffc der Bewegungshindernisse proportional 
der Stromintensitat oder der Gescbwindigkeit l r des An- 
triebspunktes sein. Es wnre passender, die Constante co 
als den Widerstandscoefficienten oder den Widerstand be- 
zogen auf die Stromeinbeit zu bezeicbnen, da er ja mit V 
multiplicirt werden muss, um den thatsachlichen, von den 
Bewegungsbindernissen berstammenden Widerstand W zu 
liefern. 1 ) Es ist aber ublich, co kurz als den galvaniscben 
Leitungswiderstand zu bezeicbnen. 

44. Mit Biicksicht auf 15 liefert die erste Grleichung 
des vorigen Artikels 
- L = mV, 

Eine abnliche Bemerknng hat schon Hank el gemacht, sachs. 
Ges. v. 14. Nov. 1889, S. 382; Wied. Ann. 1890, Bd. 39, 8. 369. 


Ohm’s 

Gesetz istCon- 
sequenz unse- 
rer Anndh- 
men. Messung 
von L. 
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woraus in bekannter Weise L jedesmal experimented be- 
stimmt werden kann. Wir sind also in Yollster Ueberein- 
stimmung mit der Erfabrung, wenn wir L als die elektro- 
motoriscbe Kraft, in magnetischemMaasse genaessen, definiren, 
und zwar ist L die aussere, durcb galvanische Elemente, 
Thermoelektricitat etc. gelieferte elektromotoriscbe Kraft, 
wahrend die elektromotorische Kraft der Induction durcb 
das erste Grlied der recbten Seite der beiden ersten Glei- 
cbungen 12 dargestellt wird. 


Fiinfte Yorlesnng. 

Bewegungsbindernisse im Dielektricum. Zwei 
Stromkreise mit Condensatoren. Messung der 
ubrigen Grrossen. 


45. Wir kehren nun zu unserem Modelle zuriick. Da- 
mit fur dasselbe die Gleicbung 15 gelte, mussen wir an- 
nebmen, dass der Widerstand W nicbt von einer Reibung 
der obersten und untersten Robre in ibren Lagern berrubrt, 
sondern etwa von Windfliigeln, die sicb so in einem wider- 
stebenden Mittel bewegen, dass sie einen ibrer Gesehwindig- 
keit proportionalen Widerstand finden. Um aber vollkom- 
mene Allgemeinbeit zu erzielen, muss bierzu nocb ein an- 
derer Widerstand kommen. 

46. Wenn namlich die Stromleitung irgendwo auf- 
gescbnitten ist, und die beiden Enden mit den beiden Be- 
legungen eines Condensators verbunden sind, so lebrt die 
Erfabrung, dass dem Strome ein Widerstand entgegenwirkt, 
welcber der Ladung des Condensators proportional ist; diese 
ist wieder dem Integralstrome 

fV dt = l 

proportional. Es muss also dann W nocb ein zweites Glied 
entbalten, wobei & eine neue Constante ist, deren reci- 
proken Wertb wir als die im magnetischen Maasse gemes- 
sene Capacitat des Condensators bezeicbnen. 
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Am Modelle konnte dieser Widerstand in. folgender 
Weise dargestellt werden. Wir denken nns das eine Ende 
A einer elastischen Schnur an dem obersten resp. nntersten 
Rohre, dessen Querscbnitt in Fig. 6 durch den grossen Kreis 
dargestellt ist, das an- 
dere Ende (im nnanfge- Pig- 6. 

wickeltenZustande obne 
Spannung) an einem in 
gewisser Entfemung be- 
findlichen Fixpunkte B 
fest gemacht. Die ela- 
stische Schnur lauft un- 
mittelbar am Robre rei- 
bungslos zwischen zwei sebr kleinen Rollen hindurch. Bei 
Drebung des Robres wickelt sie sicb auf dasselbe auf und 
iibt vermoge ihrer Spannung auf das Rohr eine der Drebung 
entgegen wirkende Kraft aus, welche dem Drehungswinkel 
proportional ist. 

47. Es muss hier bemerkt werden, dass durch Ein- 3 - 
fuhrung des Widerstandes i H die Bewegimg aufbort im 
strengen Sinno cykliscb zu sein, da ja die Aufwindung der ela- runasmtz, ~ 
stiscbenScbnuraufdie Axekein cykhscker Vorgang ist; allein 
da ausser diesem Yorgang alle iibrigen Bewegungen cykliscb 
sind und genau so verlaufen, wie sie bei blossem Yorbanden- 
sein des Widerstandes col' sicb abspielen, so kann wohl kein 
Zweifel bestehen, dass unsere Gleichungen anwendbar bleiben. 

Dieselbe Annahme muss natlirlicb aucb fur die Elektri- 
citatsbewegung in Dielektricis gemacht werden. Diese ist 
selbsverstandlich wieder eigentlicb nicbt cykliscb, da sie nur 
kurze Zeit in gleicb gerichtetem Sinne bestehen kann, wenn 
nicbt das Dielektricum unendlich stark polarisirt werden soil. 

Allein wir nehmen an, dass sowohl die Bewegung im Innem 
des Dielektricums als auch die dadurcb erzeugte Bewegung 
im umgebenden Aether (nur w&hrend kiirzerer Zeit) genau so 
geschieht, wie sio in einem Leiter dauernd in vollkommen 
cykliscber Weise vor sicb gebt. Es wird dies zur Folge 
baben, dass mit Ausnahme des ver8aderten Ausdrucks fur W 
auf beide Falle dieselben Gleichungen anwendbar sind. 

Boltzmann, Vorlewmgen. 3 
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rleickungen 
It die elelc- 
rischen Os - 
cillationen. 


48. Nehmen wir an, es seien sowolil an der oberen 
als aucli an der unteren Rohre sowohl Windfliigel als ancli 
eine elastische Schnur befestigt, so lanten die Bewegungs- 
gleicbungen unseres Systems: 


16) 


+ ^a) + ®i l v 

h = ^{Gl' 1 + Bl' 2 ) + a > 2 l' 2 +& 2 l 2 , 
zv as y r 

A ~~ 2 dk 2 dk 1 2 dk' 


Genau dies sind aucb die Gleichungen fiir 2 Strom- 
kreise mit den Stromintensitaten l\ nnd l\ nnd den Wider- 
standen oj 1 nnd co 27 wean in jeclem derselben ein galvanii- 
sclies Element von der elektromotoriscben Kraft L x resp. 
L 2 nnd ein Condensator von der Capacitat 1: & x resp. 1 : 
eingeschaltet ist. 1 ) A, B sind die Selbst-, 0 der weclisel- 
seitige Indnktionscoefficient der Stromkreise. Es muss als 
ein Vorzng der Maxwell’scben Theorie bezeicbnet werclen, 
dass wir diese fur die Praxis so wicbtigen Gleicbimgen, 
welcbe sonst erst als Conseqnenz der gesammten Theorie 
der Elektrodynamik nnd Induktion anftreten, gleicli zu. _A.ii- 
fang ans den wenigen beigezogenen Erfabrnngstbatsaclien 
nnd Hypothesen erbalten. Die grosse logiscbe Scharfe der 
Maxwell’scben Theorie anssert sich eben darin, dass wir 
nicht alle Erfabrnngstbatsaclien anf einmal y oranzustellen 
brauchen, sondern jedesmal bei Hinznziebnng einer neuen 
Tbatsacbe sogleicb alle Eesnltate gewinnen, welche sich. ans 
den bisber beigezogenen Erfabrnngstbatsacben uberha/upt 
folgern lassen. 

Die Gleicbungen 16 konnten mit der grossten Leicb- 
tigkeit anf ein System von mebr als 2 Stromkreisen. aus- 
gedebnt werden, sie erscbopfen dann vollstandig die Theorie 
der Selbstinduktion, wecbselseitiger Indnktion und elektro- 
dynamiscber Weeks elwirkung, so lange die Stromschwan- 


*) Thomson, phil. mag. (4}, 5, S. 393; Helmholtz, Pogg*. -Aim. 
83, S. 505, 91, S. 258, 427; Wiedemann, Lehre von der Elektr. 
IY. Bd. S. 166. 
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kungen so langsam sind, dass die Stromintensitat zu einer 
gegebenen Zeit in alien Langen- und Querscknittelementen 
je eines geschlossenen Stromleiters gleicb vorausgesetzt 
werden kann. Um sick aber yon dieser Besckrankung frei 
zu machen, um die Abkangigkeit der Coefficienten A ) B , C 
von den Abmessungen der Drakte, endlick um die Elektri- 
citatsbewegung in korperlich ausgedeknten Leitern zu finden, 
ist die Zuziekung weiterer Erfahrungstkatsachen erforderlick, 
welche wir auf eine spatere Vorlesung* versparen wollen. 

49. Die vollkommene Identitat der Grleickungen flir Bedmumg 
unser meckanisckes System mit denen fiir 2 Stromkreise, in ^ 
ist keineswegs etwa eine bloss zufallige, sondern vielmekr 
eine im Wesen begriindete, da ja sowokl unser meckanisckes 
System als auck die beiden Stromkreise nack unserer Vor- 
aussetzung genau derselben Klasse von Meckanismen an- 
gekoren, wenn auck Hulfsmittel und Form der Ausfukrung 
die denkbar verschiedensten sind. Aus dieser Identitat des 
meckaniscken Grundtypus ist auck die Yollkommene Analogic 
zwiscken dem Ablaufe der elektriscken Oscillationen und 
der Bewegung kockst einfacker Meckanismen z. B. ge- 
dampfter Pendel erklarlick. 

Natiirlick ist der Meckanismus der elektriscken Strome 
nickt nur yollstandig yon solcken einfacken Meckanismen 
versckieden, sondern auck uns yollkommen unbekannt; wir 
kaben also kier eigentlick die Tkeorie einer Bewegung auf- Theory einer 
zustellen, deren Meckanismus uns ganz unbekannt ist, ja Bewegung. 
vielleickt in einer uns nock ganz unvorstellbaren Weise yon 
alien Meckanismen abweickt, die wir aus festen Stangen, 
incompressibeln oder elastiscken Fliissigkeiten, fernwirkenden 
Anziekungscentren u. s. w. construiren konnen. 

Deskalb sind wir gezwungen, andere uns bekannte 
Meckanismen zur „dynamiscken Illustration^ nebenker zu 
betrackten, und wir sind iiberzeugt, dass alles, was notk- 
wendige Consequenz der Grundgleickungen der Meckanik 
ist, nickt bloss von unseren Modellen, sondern ebenso auch 
von dem elektriscken Meckanismus gelten wird. 

So fremdartig daker auck die Tkeorie einer Bewegung 
ersckeint, von der wir keine Vorstellung kaben, so kabe ich 

3 * 
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3G Funffce Vorlesung. 

doch schon am Ende der zweiten Vorlesung erdrtert, dass 
der Unterschied zwischen der Methode unserer Theorie und 
der yieler alteren Theorien vielleicht bei weitem nioht so 
gross 1st, als es auf den ersten Anblick scheinen mag. 


Es ware einladend, sofort die praktische Anwendung 
der Gleiclrangen 16 j in alien Details zu diskutiren nnd so 
auch die speciellen Anwendungen in nnsere Vorlesungcn auf- 
zunehmen, damit gerade dem Praktiker das Studium der 
alten Theorien , welche fur den Theoretiker immer von 
gross em Interesse bleiben werden, ganz erspart bleibe. 
Allein dies ist hier nicbt meine Absicht, icb muss also be- 
ziiglich der praktischen Anwendung auf die alten Lehrbticher 
verweisen; nur wenige fur unsere Theorie unentbehrliche 
Anwendungen dieser Gleichungen sollen bier gemaclit werden. 
Zuvorderst soli die Gleichung, welcbe das Princip der Er- 
baltung der Arbeit ausdriickt, aus den Gleichungen 16 ab- 
geleitet werden. 

50. Die Arbeit, welche durch die ausseren elektro- 
motorischen Krafte, wahrend der Zeit St in das System 
hinein gesteckt wird, ist: 

SQ = L, Sl x + L 2 Sl 2 = {L 1 l\ + L 2 V 2 ) St 

Am Modelle ist dies die Arbeit, welche geleistct wird, 
wahrend sich die beiden Kurbeln in der Zeit St um die 
Winkel S^ und Sl 2 mit den Winkelgeschwindigkeiten l\ und 
l\ drehen und darauf die Krafte L x und L 2 in der Bewe- 
gungsrichtung derselben wirken. 

Substituirt man hier fur L x und L 2 deren Werthe aus 
den Gleichungen 16, so erhalt man eine Anzahl von Glie- 
dern, welche wir jetzt der Keihe nach aufzahlen und durch 
dem SQ beigefugte Indices unterscheiden wollen. Die mit 
den Faktoren co behafteten Glieder liefern: 

17) SQ^^V^ + G) 2 l' 2 *)St 

Diese Arbeit wird beim Modelle an den Windflligel 
in Warme umgesetzt und ist beim elektrischen Strome die 
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Joule’sche Varme. Die mit den Faktoren & behafteten Amf 
Grlieder liefera: 


18) 


#Qt = &i h 1 2 SI, = 8 pA s + 

= s (^+^r\ = S[*{ + W)- 


trimramj rf- 
bmmhu At~ 

l*it 


&i = & x und 0 2 = i% 4 slud die Gegenkrafte tier 
dielektrischen Polarisation. Diese Arbeit wird im Modelle 
auf Spannung der elastischen Sehniire . bei den elektriscben 
Phanomenen auf Erzeugung dielektrlseher Polarisation ver- 
wendet. 

Die Gesammtsumme, welclie alle ubrigexi Glieder liefem. 
kann als die Summe zweier Ausdriicke d Q 3 mid S Q i dar- Ar ~ 
gestellt werden, indem man setzt: 


19) 


SQ 3 = l -f-SA + ^fSB + l\ l\8C 

_ NH j l\* dA /V SB , , 8C\ . 


Dies ist am Modell derjenige Betrag der dureh die 
Kurbeln in das System hineingesteckten Arbeit ? weleher 
auf Hebung der an den drei Faden angehangten Lasten bei 
VerscMebtog der drei Massen jm 1? tn af m 3 verwendet wird; 
bei elektriscben Stromen derjenige Theil der von der 
Batterie gelieferten Energie, weleher bei sichtbarer Massen- 
bewegung die zur Ueberwindung der ponderomotoriseben 
Krafte erforderliebe Arbeit leistei. Endlich seize man: 

20) 8Qt = ST, 

wobei: 


EUktrekine- 
ti*ck* Emr- 

f i«. 


21 ) 


r- 

\ - 




dT 


lr A.r _ 

[ l ldl\ + 2 81' 


f£) = WA + W 


am Modelle die lebendige Kraft der drei Massen m r 
m 3 , bei den elektriscben Phanomenen aber die lebendige 

Kraft deijenigen Bewegnng ist, welehe in ihrer Gesammtheit 
den elektriscben Strom ausmacht und theils im durchstromten 
Drahte, theils im umgebenden Medium ihren. Sitz hat. Wir 
wollen sie als die elektrokinetisebe Energie bezeidmen. 



38 


Fiinfte Vorlesimg. 


[ 51 . 


Wissen wir aucb weder uber das Bewegte nocb uber die 
Art der Bewegung irgend etwas, so wissen wir docb, dass 
die lebendige Kraft dieser Bewegung einen bestimmten end- 
lieben Wertb bat, den wir in einem vorliegenden Falle be- 
recbnen konnen, der bei Entstebung des Stromes aus der 
cbemiscben Energie des galvaniscben Elementes oder aus an- 
deren uns bekannten Arbeitsquellen entnommen und beim 
Yerscbwinden des Stromes wieder inWarme oder andere uns 
bekannte Energieformen zuriickverwandelt wird. Dies wird 
nocb klarer an den speciellen Fallen, zu denen wir jetzt 
iibergeben wollen. 

51. Sei nur ein Stromkreis ohne Condensator vorbanden, 
seine Gestalt und die Lage etwa in der Nabe befindlicber 
Eisenmassen seiunveranderlicb; dannliefern die Gleicbungen 
16 fiir denselben: 

7 A 1 1f 

Xj = A. “}“ (0 l • 
dt 

Haben wir zu Anfang einen gegebenen constanten 
Strom V a und lassen zur Zeit Null plotzlich die elektro- 
motoriscbe Kraft aufboren, so dass dannL= 0 wird, so folgt: 

CO 

r= * • 

Die Elektricitat bewegt sicb also wie eine trage Masse 
bei einem der Gescbwindigkeit proportionalen Widerstand 
z. B. eine in einer Robre stromende Fliissigkeit, nur dass 
ibre gesammte Tragbeit aucb von der Gestalt des Strom- 
leiters abbangt, namentlicb durch spiralige Aufwicklung des- 
selben bedeutend vermebrt wird, was in dem Umstande be- 
griindet ist, dass das umgebende Medium an der Bewegung 
participirt. Natiirlicb muss sicb, wenn die Bewegung der 
Elektricitat aufgebort bat, deren anfanglicbe elektrokinetiscbe 
Energie A.(l' a ) 2 : 2 (nachGleicbung 21) inWarme verwandelt 
baben. In der That bat die erzeugte Warmer 

0 

(yergl. Gleicliung 17) dieseu WertL 
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Experimentell kann am leichtesten durch den Impuls 
auf einen anderen bekannten Strom oder einen permanenten 
Magnet das Integral: 

fr* 

J ft) 

o 

bestimmt werden und hierans kann, da l' a und co ebenfalls 
experimentell bestimmbar sind, A gemessen werden. 

Ware aucb ein Condensator in der Strombabn, so be- Mumng 
kame man nach Aufhoren der elektromotoriscben Kraft die 
Gleicbung: 

Al" + &l'+ &l= 0, 

welche aucb fur die Schwingungen einer gedampften Mag- 
netnadel gilt. Nacb dieser Gleicbung wurden alle bisber 
beobacbteten elektriscben Oscillationen von Feddersen bis 
Hertz 1 ) berecbnet. Dieselbe kann zur experimentellen Be- 
stimmung von & dienen, wobei wir nocb das Produkt 
I't, wenn darin V = 1 und£ = 1 ist, vorlaufig die magnetisch 
gemessene Elektricitatsmenge 1 nennen, natiirlicb obne uns 
dabei weiter etwas zu denken. 

52. Es seien nun wieder zwei Strombabnen von un- Mtsmw 
veranderlicber Gestalt gegeben; zu Anfang der Zeit sollen & ^ 
darin die Stromintensitaten l\ a und l' 2 a bestanden baben. i ” 
Da boren plotzlich die ausseren elektromotoriscben Krafte 
auf und es wird daber: 


p4r + ci & + ‘".''.“ 0 ’ 

Aus diesen Gleichungen folgt sofort: 


l ) Kirchhoff, Ueber die Beweg. d. El. in Drahten. Pogg. Ann. 
Bd. 100, S. 193, 351, 1857. Schiller, Pogg. Ann. 152, S. 535, 1874. 
L. Lorenz, Wied. Ann. 7, S. 161, 1879. Colley, Wied. Ann. 26, 
S. 432, 1885, 28. S. 1, 1886. Hieke, Wien. Ac. 96, S. 134, 1887. 
Oberbeck, Wied. Ann. a. a. Bd. 21, S. 139, 1884. Lodge, Ueber 
Inductionswaage, phil. mag. Febr.' 1880. Lodge, Hertzsche Schwin¬ 
gungen. Lond. phys. soc. Bd. 10, S. 150, 1889. Lecher, Wien. Ac. 
Bd. 99,. S. 357, 1890. 
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(®i l'i* + C0 2^2 2 ) dt == / ^ y ^2 2 + W 1 ^ a) * 

Die linke Seite ist die wahrend dt entwickelte Warmo; 
dieselbe wird also bloss auf Kosten der gesammten elektro- 
kinetischen Energie erzeugt und ist gleich der Abnahme 
der letzteren wahrend derselben Zeit. 

Integriren wir die letzte der Grleicliungen 22 bis zu 
einer sehr spaten Zeit, zu weleher l\, V 2 die Werthe 

haben sollen, so erhalten wir: 

£(*v- *V) + C(V 1« - VJ = co 2 jv 2 dL 

Urn C zu bestimmen erhalten wir anfangs durch Uingero 
Zeit l\ constant gleich l\ a , wahrend im zweiten Stromkrcise 
keine elektrorp.otorische Kraft wirkt, so dass l\ a = 0 ist. 
Dann entfernen wir plotzlich auch aus dem ersten Strom- 
kreise die elektromotorische Kraft und bestimmen experi¬ 
mented den Integralstrom im zweiten Stromkreise J V % dt 
liber eine geniigend lange Zeit erstreckt. Da nach einer 
solchen jedenfalls beide Strome aufhoren, so ist 
= 0 also: 

Gl\ a = co 2 / V % dt, 

woraus G experimentell bestimmt werden kann. 

Da wir nun auch alle Constanten experimentell be¬ 
stimmt haben, so herrscht liber die Grleicliungen voile 
Klarheit. Alle diese Consequenzen konnen dahor schon 
aus den wenigen bis jetzt zugezogenen Thatsachen und 
Hypothesen abgeleitet werden. 

58. Die Gleichungen 16 gelten, falls 
Condensator und Widerstand hintercinan- 
der in die Stromleitung eingeschaltet sind, 
wie Fig. 7 zeigt. Es ist dies die prak- 
tisch weitaus am haufigsten angewendete 
Schaltung; doch sind andere Schaltungen 
offenbar nicht ausgeschlossen. Es kOnnten 
z. B. in jedem Zweige Condensator und Wi¬ 
derstand nebeneinander geschaltet soin 
(Fig. 8). Dann hatte man eigentlich vier 
separate Zweige und es konnte die Strom- 
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starke, wenn die Capacitat des Condensators eine sehr 
grosse ist, in alien vier Zweigen versckieden sein. Dock 
erkalt man in versckie- 
denen speciellen Fallen 
Grleickungen von der- 
selben Einfackkeit, z. B. 
wenn in der Leitung 
von der Batterie zum 
Condensatorlnduktions- 
coefficient, Widerstand 
und Capacitat ver- 
scliwinden. Bezeicknet 
man dann mit l\ nnd 
1' 2 die Stromstarken in 
den Zweigen, welcke 
die Widerstande ent- 
kalten nnd wo die elek- 
tromotoriscken Krafte 
der Indnktion wie zakl- 
reicke, in je eine Windung eingesckaltete galvaniscke Ele- 
mente von kleiner elektromotoriscker Kraft wirken, mit n x 
und n 2 die Condensatorladungen, und roitZ^, L 2 die elek- 
tromotoriscken Krafte der Ketten, so wird: 

L, = £(Al\ + CQ + o h l\ 

Eine nock complicirtere Sckaltung stellt Fig. 9 dar, in 
welcker kloss die gerad gebrocken gezeickneten Leitungen 
mit den Stromstarken m\ und m\ erkeblicken Widerstand 
(o v co 2 ; bloss die spiralig gezeickneten, mit den Stromstarken 
l\ und l\ erkeblicke Selbst- und Wechselinduktionscoeffi- 
cienten A, B, G kaben sollen. n v n % sollen wieder die 
Ladungen der Condensatoren sein, und es kann okne Be- 
eintrachtigung der Allgemeinkeit angenommen werden, dass 
bloss in den geradgebrockenen Leitungen und in den Lei¬ 
tungen zum Condensator galvaniscke Elemente, in ersterer 
von den elektromotoriscken Kraften M v M 2 , in letzterer von 
N }J N 2 eingesckaltet sind. Dann gelten die Gleickungen: 


Pig. 8. 



Pig. 9- 
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f M x + Cl' 2 ) = ffljro'j 

23) i 

I ^i-^^ r i+ cr 2) = ^ w i 

l ^ == W'l ^ 

Die Gleichungen far den zweiten Stromcomplex konnen 
hier wie oben der Symmetric gemass gebildet werden, da 
derselbe genau wie der erste bescbaffen 1st. 

AmModelle warden Gleichungen von der Form der zuletzt 
entwickelten gelten, wenn sich sowohl um die oberste als aucb 

unterste Rohre eine Schnnr 
aufwickeln wlirde ? welche 
die Axe je einer beweglichen 
Rolle triigen. Um dieseliefe 
eine zweite Schnur (Fig. 10). 
Anf das eine Ende dersel- 
ben wirkte die aussere Kraft 
deren Zug sich eine 
elastische Feder entgegensetzte; anf das andere die aussere 
Kraft and ein der Geschwindigkeit des Scknurendpunkts 
proportionaler Widerstand. Um die Bedingungen auch fur 
negatiye m and n zu erfullen, mlissten die Schnure auch 
unzasammenscbiebbar sein. 


Fig. 10. 

. ^ 
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Sechste Yorlesung. 

Praktische Aasfiihrang der Modelle. 


Mechanisraus, 
um A t B, G 
unabhangig 
veranderlich 
zu machen. 


54. Durch Aenderung von r x oder r 2 am Modell werden 
nur die Selbstinduktionscoefficienten A und B verandert. 
Bei Veranderung von r 3 aber verandert sich nicht bloss 
der wecbselseitige IndnktionscoSfficient C, sondern aucb 
gleicbzeitig A und B, da ja das xnittlere Rohr von jedem 
der anderen mitbewegt wird. Es ist wiinschenswerth, drei 
Antriebspunkte so berzustellen, dass bei alleiniger Bewegung 
des ersten nur A, daher nur r x , bei alleiniger Bewegung 
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des zweiten nur B, daher nur r 2 , bei alleiniger Bewegung 
des dritten nur C wachst; bei alleiniger Bewegung des 
dritten muss daher r 3 wachsen, dagegen und r 2 so ab- 
nehmen, dass r x 2 + r 3 2 und r 2 2 + r 3 2 constant bleibt. 

Es kann dies durch folgenden Mecbanismus erreicht 
werden. In einem ebenen Messingbleche seien zwei auf- 
einander senkrecbte in Figur 11 punktirte gerade Schlitze, 
die sicb imPunk- 

te D schnei- 1:L * 

den; darauf lie- 
gen zwei der 
Lange nach auf- 
gescblitzte Line- 
ale. Das Scheib- 
chen C ist an 
einem kurzen 
Stifte befestigt, 
der durch. kleine 
LocherbeiderLi- 
neale hindurch- 
geht, und im vertikalen Schlitze des Bleches behebig gleiten 
kann. An diesem Scheibchen ist der mit m 3 verbundene Faden 
befestigt; es dient als dritter Angriffspunkt und seine Distanz 
vom Punkte D heisse %. 

Die beiden Scheibchen A und B gleiten sowohl im 
horizontalen Schlitze des Bleches als auch in je einem 
Schlitze eines Lineales. Daran seien die beiden Faden, 
welche zu den Massen und m 2 fiihren, in der aus der 
Figur ersichtlichen Weise befestigt; sie gehen zuerst vom 
Scheibchen in der Richtung des horizontalen Schlitzes des 
Blechs fort, dann liber eine am fixen Bleche befestigte 
Rolle, dann liber je eine zweite ganz nahe am zuerst be- 
sprochenen Faden befindliche Rolle und endlich parallel 
diesem vertikal aufwarts. 

Sind die Langen der Faden so regulirt, dass jede 
Masse m gerade in die Axe der drei Rohren zu liegen 
kommt, wenn das betreffende Scheibchen nach D gelangt, 
so sind die Bedingungen erfiillt: r 1 2 + r 3 2 = A(7 2 und 
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<-’h cent sinus. 


rczlcflsche 
isfilJtrung 
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r^+r^~BC 2 . Es ist also nur nocb ein Mechanismus noth- 
wendig, welcber gestattet, bei unveranderter des 

Punktes C die Langen A C und BC zu andern und ixmgekehrt 
bei Constanz dieser Langen den Punkt G zu verschieben. 

Dies kann so realisirt werden: Vor clem bescbriebenen 
Blecke befindet sicb ein zweites paralleles und parallel zu 
sicli selbst verschiebbares in der Distanz x yoxa ersten 
Blecbe. Am Scheibcben C ist eine in die Ricbtung des 
Scklitzes des Lineales AC fallende nicht ganz bis A rei- 
cbende nnd eine zweite senkrecht zu den Blechon nach 
vorn zu liegende nicht ganz bis zum zweiten Blecbe rei- 
cbende sebr enge Rohre befestigt. Vom Scbeibchen A gebt 
eine dritte Robre aus in der Riebtung A C, die in die erste 
etwas bineinragt. Vom zweiten Blecbe aber eine vierte 
Robre, die wieder in die zweite etwas hineinragt. Die 
vierte Robre ist am Blecbe so befestigt, dass sie stets senk- 
recbt dazu bleiben muss, sicb aber beliebig parallel zu sicb 
selbst verscbieben kann. Durcb alle vier Rohren gebt ein 
biegsamer aber weder ausdebnsamer nocb zusamrnenschieb- 
barer Faden, dessen eines Ende am Scbeibcben A befestigt 
ist, dessen anderes aber gezwungen ist in der Ebene des 
zweiten Blecbes zu liegen. Genau so ist das Scbeibcben B 
mit einem binter dem ersten Blecbe in der Distanz y davon 
befindlicben dritten Blecbe verbunden. x, y, % sind die 
Variablen, von denen jede nur einen Induktionscoefficienten 
andert; x, y je einen Selbstinduktionscoefficienten; ver- 
andert sich dagegen bei constantem x und y nur % 7 so 
andert sicb bei constanten Selbstinduktionscoefficienten nur 
der wecbselseitige Induktionscoefficient. 

Sind alle drei Robren in Drebung begriffen, so wirkt 
daber aucb auf die Variable x nur die l\ 2 proportional© 
Kraft, auf die Variable y nur die V 2 proportionals, endlich 
auf # nur die dem Produkte l\ l\ proportionale Kraft. 
Auf # wirkt also keine Kraft, wenn sicb nur das ober© 
oder nur das untere Robr drebt. 

55. Diese idealen Modelle geniigen vollstandig nnseren 
Zwecken; sie sollen ja bloss zur Veranschaulicbung nicht 
zur experimentellen Priifung der abgeleiteten Satze dienen. 
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Trotzdem wirkt auch hier machtig der Drang nach realer 
Existenz. Es besehreibt Lord Rayleigh 1 ) einen zu diesem 
Zwecke dienenden sehr einfachen Apparat, an welchem je- 
doch die Parameter nicht verandert werden konnen, was 
far nns gerade sehr wesentlich ist. Derselbe erwahnt auch 
einen Apparat des Laboratoriums zu Cavendish, der inir 
leider unbekannt ist. Ich liess zu gleichem Zwecke einen 
Apparat construiren, der wie ich glaube 
alien Anforderungen geniigt. 

Ich beschreibe zunachst einen Apparat, 
welcher ein monocyklisches System darstellt. 

Eine cylindrische Rohre B, Fig. 12, in der 
ein cylindrischer Stab A steckt, ist von 
einem Ringe C umgeben, der mit zwei Schrau- 
ben D mit dem Stabe fest verbunden ist. Die 
Schrauben gehen durch passende Schlitze der 
Rohre. Die Fig. 12 ist ein Querschnitt. Der 
Ring ist von einem beweglichenHohlringe E um- 
schlossen und dieser von einer zweiten der 
ersten coaxialen Rohre F. Der Hohlring tragt 
zwei vis-a-vis liegende kleine Zapfen w, die 
wieder durch passende Schlitze der ausseren 
Rohre F hindurchgehen. Ist die innere Rohre 
fest und rotirt die aussere, so rotirt also der Hohlring mit, 
der massive, an der Stange befestigte nicht. Ohne die Ro¬ 
tation zu storen, konnen durch Aus- 
und Einschieben der Stange die Zapfen Pig- 13. 

dabei auf- und abbewegt werden. Sie 
sollen deshalb die verschiebbaren Za¬ 
pfen heissen. 

Die aussere Rohre tragt noch zwei 
fixe Zapfen v. Je ein fixer und ein be- 
weglicher Zapfen aber tragen die bei- 
den vis-^-vis liegenden Ecken (in Fig. 13 
wieder mit u und v bezeichnet) eines Parallelogramms, das 
ganz wie der Centrifugalregulator einer Dampfmaschine ein- 



Pig. 12. 
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x ) Phys. Soc. of London Yolum. 10, p. 434. November 1890. 
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gerichtet ist. (In Fig. 13 in der Seitenansicht gezeichnet.) Die 
Ebenen beider Parallelogramme sind parallel der Rohren- 
axe nnd auch zu einander nnd steben nm die Rohrdicke 
ab. Beide Parallelogramme tragen an beiden Enden je 
eine Masse m nnd m/, so dass also diese Massen obne 
Storung der Rotation gehoben nnd gesenkt werden konnen. 
Dieser Apparat wurde nnr ganz roh zur Erlauterung eines 
Bestandtheiles des Nacbfolgenden ausgefubrt, da die mit 
ibm auszufiihrenden Experimente nicht von Belang sind. 

56. Wir branchen nnr drei derartige Apparate nach Art 
der Fig. 4 Art. 39 zn koppeln, so erhalten wir ein Bycikel, 
von dem Fig. 14 einen Durchscbnitt und Fig. 15 eine per- 
spectivische Zeicbnnng zeigt. In Fignr 14 ist, nm Platz 
zn sparen, nnr das mittlere Drittel gezeichnet. 

Das Stablrobr B gebt dnrcb den ganzen Apparat und 
ist oben nnd unten getragen. Dasselbe wird durch zwei 
fixe dariiber gesteckte kurze Rohrstiicke Q in drei gleicbe 
Tbeile getbeilt. Um jeden dieser Tbeile rotirt ein beweg- 
licbes Messingrobr F. Die Reibnng des obersten und un- 
tersten stellt die Krafte W x nnd W 2 dar, wenn sie freilich 
ancb ein anderes G-esetz befolgt. Zwischen dem mittleren 
dagegen nnd den beiden kurzen Rohrstiicken, sowie zwischen 
dem spater zn bescbreibenden fixen und rotirenden Ring im 
Innern dieses Robres sind bebufs moglichster Yerminderung 
der Reibnng Friktionskngeln K eingefugt, wie sie bei den 
Fabrradern der Byciklisten tiblicb sind, um docb in einer 
Hinsicbt der Namensvetterscbaft der beiden Vorrichtungen 
gerecbt zn werden. Durch das Stahlrobr B geht ein Stab 
A } welcber mit drei liber das Stablrobr gesteckten auf- und 
abscbiebbaren, aber nicbt drebbaren Ringen G (in Fig. 14 
nnr der mittlere sicbtbar) verbnnden ist. Zwischen jedem 
derselben und dem ebenfalls am Stabe befestigten Stift 8 
lauft je ein drebbarer Ring E, welcber den einen Befesti- 
gnngspnnkt u des Centrifugalregulators tragt. Der nicht 
drebbare Ring C und der Stift S zusammen entsprechen 
dem m Figur 12 mit C bezeicbneten Ringe. Sonst be- 
zeicbnen gleicbe Buchstaben in Fignr 12 und 14 auch ent- 
sprechende Bestandtbeile. Der Stift 8 und die Verbindungs- 
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scbraube zwischen A und G geben natiirlicb durcb einen 
passenden Scblitz des Robres B. Der unterste drebbare 
Ring und der Zapfen v x (um 90 Grad yerdrebt der un- 
tersten beweglicben Robre F 1 tragen , ebenfalls genau. wie 
in Figur 12 nnd 13, zwei Centrifugalregulatoren; ebenso 
oben. An dem Zapfen u (oder u', letzteres stellt eine 
um 90 Grad verdrebte 
Lage dar) des mittleren 16 - 

drebbaren Ringes E nnd 
v des mittleren beweg¬ 
licben Robres F aber ist 
ein anders bescbaffe- 

ner Centrifugalregulator 
befestigt. Die Centri- 
fagalregnlatoren sind in Figur 14 in zwei Lagen punktirt. 
Der mittlere derselben tragt viermal so grosse Massen nnd 
die Arme, welcbe die Massen tragen, sind senkrecbt an den 
Armen des Parallelogramms befestigt. (Siebe Figur 16, wo 
immer gleicb punktirte Linien ein fest yerbnndenes System 
yon Stangen darstellen.) Bei Annaberung der Zapfen 

nabern sicb daber die Massen der Axe. Zapfen u gebt 
natiirlicb durcb einen Schlitz des Robres F Man siebt 
leicbt, dass dieser Mecbanismus so bescbaffen ist, dass r s 
abnimmt, wenn r x und r 2 wacbsen, und zwar erfiillt er die 
Bedingung: 

r x % + r s 2 — + ^ 3 2 = const. 

Durcb Senken der centralen Stange wird r z> daber aucb C 
yergrossert, obne dass B und A sicb andem. Dies ent- 
spricbt der Yermebrung des wecbselseitigen Induktions- 
coefficienten; also, wenn die obere und untere Robre zwei 
Stromkreise darstellen, der Annaberung derselben. Auf 
zwei andere Antriebspunkte, durcb welcbe die Selbstinduk- 
tionscoefficienten geandert werden konnten, wurde yerzicbtet. 

An der oberen und unteren Robre ist je ein borizontales 
Zabnrad, an der mittleren sind mittelst der Scbrauben p 
zwei Stangen P befestigt, welche je ein yertikales Zabnrad 
tragen. Die yertikalen Zabnrader greifen mit einer koni- 
scben Yerzabnung in die beiden borizontalen Zabnrader ein. 
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Die Verzahnungsstellen sind in Fig. 14 mit Z bezeichnet. 
Durch diese Verzahnung wird derselbe Effekt wie in Fig. 4, 
Art. 39 durch Keibung der drei Scheiben erzielt. Die Zapfen 
w dienen bloss, urn die Centrifugalregulatoren bei Versuchen, 
wo ihre Winkel nickt geandert werden, anch an den Rokren 
F direct befestigen zu konnen. 

Die nntere bewegliche Rokre F 1 tragt (in Fig- 14 nickt 
sichtbar) eine, die obere F 2 zwei horizontal liegende Rie- 
menscheiben. Seitwarts stekt eine zweite parallele vertikale 
Axe, durch eine Kurbel drehbar, mit drei Riemenscheiben, 
welcke nack Wunsch an die Axe geklemmt und losgemackt 
werden konnen. Eine ist mit der Riemensckeibe der unteren 
Rokre, die beiden anderen mit den beiden Riemenscheiben 
der oberen Rokre, jedoch so verbunden, dass sich. oben das 
eine Paar gleicksinnig, das andere entgegengesetzt drekt. 

57. Mit diesem Apparate konnen folgende Experimente 
ausgefiihrt werden: 

1. Man treibt bloss das untere Rohr; so lange die Gre- 
schwindigkeit wackst, drekt sick das obere entgegengesetzt; 
bei constanter Drehung des unteren stekt das obere still; 
nimmt die Geschwindigkeit ab, so drekt sicb das obere 
gleicksinnig. Diese Wirkung ist grosser, wenn die centrale 
Stange ganz unten als wenn sie oben ist. 

2. Das untere Rokr wird mit constanter Geschwin¬ 
digkeit angetrieben, oben sind beide Riemensclieiben nickt 
geklemmt. Sckiebt man die Stange rasck nach abwarts, 
vermehrt also den weckselseitigen Induktionscoefficienten, 
so drekt sick das obere Rokr entgegengesetzt; schiebt man 
die Stange aufwarts, so drekt es sick gleicksinnig wie das 
untere Rokr. 

3. Drekt man das obere und untere Rokr in gleichem 
Sinne, so wird die centrale Stange nack abwarts gezogen, 
was einer Vermehrung der Selbstinduktion, also einer An- 
naherung der beiden Stromkreise entspricht. 

4. Drekt man das obere und untere Rokr entgegen¬ 
gesetzt, so wird die Stange kinaufgezogen. 

58. Dieser Apparat wurde von dem Mechaniker Herrn 
v. Gasteiger in Graz in vorzugkcher Weise ausgefiihrt 
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und die Experimente an demselben gelingen vollstandigj flir 
die Werkzeicbnungen und mancbe Hilfeleistung bei der 
Construktion bin icb Herm Privatdocenten Dr. Paul Czer- 
mak in Graz, fur die Beibilfe bei einigen nacbtraglicben 
Veranderungen und die Anfertigung sammtlicber Zeicb- 
nungen und Pbotograpbien fur das vorliegende Bucb Herm 
Dr. Fomm, Assistenten der Pbysik in Miincben zu Danke 
verpflicbtet. 


Sietoente Yorlesung. 

Polycykel. Begriff des Momentes. 


59. Um die Abbangigkeit des Induktionscoefficienten 
von den Abmessungen der Stromkreise zu linden, miissen 
wir natiirlicb jedes Langenelement eines solcben als ein 
Heines Monocykel, um die Stromung der Elektricitat durcb 
raumlicb ausgedebnte Korper zu finden, jedes Volumelement 
als ein selbstandiges Individuum, in welcbem eine cy- 
kliscbe Bewegung stattfindet, betracbten. 

Konnten wir dies in mecbaniscben Modellen zum Aus- 
drucke bringen, konnten wir den ganzen Baum mit Heinen 
Modellen von der Natur der soeben betracbteten fiillen und 
die Wecbselwirkung aller iiberblicken: Wir konnten uns 
ein anscbaulicbes Bild alder elektriscben und magnetiscben 
Phanomene machen. Allein einen derartigen Mecbanismus, 
von dem der in Maxwell’s ersten Arbeiten angenommene, 
in secbseckige Zellen getbeilte Aetber eine Idee giebt, in 
Messing auszufbbren oder sicb in der Vorstellung Har zu 
veranschaulicben, ware gleicb unmoglicb. Hier Yerlassen uns 
alle Hilfsmittel bis auf die Analysis. 

60. Wir betracbten also jetzt das allgemeinste cykliscbe 

System, in welcbem die Position aller Massentbeilcben durcb 
v + 1 cykliscbe Variablen l , l 2 . . . l v und beliebige 

langsam veranderliche Parameter k v k 2 ... k n bestimmt ist. 

Boltzmann, Yorlesungen. 4 


Uebergcm 
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Elementen 
thdtigen Me - 
chanismen 
sind, wie die 
der ganzen 
Strome , den 
obigen Glei- 
chungen un- 
termorfen. 


Der einfacliste derartige Fall ist der, dass wir nns an Stelle 
der friiker betrackteten zwei, jetzt v + 1 Stromkreise 
denken und wieder annehmen, dass die Sckwankungen der 
Stromintensitat so langsam vor sick gehen, dass in jedem 
einzelnen derselben zn jeder beliebigen Zeit die Stromdiclite 
fur jedes Langen- nnd Querschnittselement gleicb vorans- 
gesetzt werden kann. Allein wir baben ancb nock den 
allgemeineren Fall zn betrackten, dass die Stromintensitat 
von Element zn Element weckselt. Es treten dann an Stelle 
der gescklossenen Stromkreise die einzelnen Stromelemente 
nnd T, l\, V 2 . . . V v sind die Stromintensitaten in den ver- 
sckiedenen Elementen. 

61. Freilick kann streng genommen wieder in einem 
einzigen Elemente nnabkangig von alien anderen eine cy- 
kliscke Bewegnng danernd nicktbesteken; nnr versckwindend 
kurze Zeit ist die Elektricitatsbewegnng in, einem Strom¬ 
elemente nnabkangig von den nmgebenden Elementen moglick. 
Allein gerade so, wie wir von einem Dielektricnm annakmen, 
dass daselbst durck knrze Zeit eine wesentlick gleicke Be- 
wegung stattfinden kann, wie sie im Leiter danernd bestekt, 
so wollen wir voranssetzen, dass anck bei rasck verander- 
licken Stromen die Bewegnng in jedem Elemente nock den- 
selben Ckarakter kat, dass wir also anck anf sie die G-lei- 
cknngen anwenden konnen, die wir fiir geschlossene Strome 
fanden. Genan genommen gekt nnsere Yoranssetznng nnr 
dakin, dass anck bei iknen, wie bei gescklossenen Stromen? 
in deni Ansdrncke fiir die lebendige Kraft das nndiffe- 
renziirte l nickt eingeht. Das liber die langsam verander- 
licken Parameter k, welcke die Positionen der ponderablen 
Korper bestimmen, Gesagte gilt ja selbstverstandkck jetzt 
ebenso wie friiker, nnd andere Specialisirnngen der allgemeinen 
Gleicknngen der Meckanik kaben wir bisker nickt eingefnkrt. 
Wir nekmen daker an, dass in den Stromelementen die 
gleicken, denselben Gleichnngen nnterworfenen Meckanismen 
tk&tig sind, wie in gescklossenen Stromen, wenn wir anck 
fiir einzelne Stromelemente den experimentellen Nackweis 
kierfnr nickt direkt liefern konnen, da in einem einzelnen 
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Elemente far sich ein andauernder Strom nicht erlialtea 
werden kann. 


62. Natiirlich bleibt dabei die Frage, ob bei sebr 
raschen (den Hertz’schen) Scbwingungen nicht moglicher- 
weise der Einfluss solcher das nndifferenziirte l enthaltender, 
hier nicht berticksichtigter Glieder entdeckt werden konnte, 
eine offene und es ist gerade ein Hauptverdienst der Max¬ 
well’ schen Theorie, dass sie zahlreiche derartige Fragen 
aufwirft, welche zn neaen Experimenten anregen. (Jeden- 
falls muss sich die Elektricitatsbewegung den hier abzu- 
leitenden Gleichungen nahern, wenn die Schwingungen nicht 
allzu rasch sind). 

68. Mogen nun durch die v + 1 cyklischen Yariablen Aufstn 
die Zustande ebenso vieler geschlossener Strome oder Strom- 
elemente definirt sein, jedenfalls werden wir nicht alle v + 1 
auf einmal uberblicken konnen. Wir wollen daher von 
vorne herein nur eines davon ins Auge fassen und die 
Wirkung aufsuchen, welche gerade auf dieses Eine ausgeubt 
wird. Wir wollen das ins Auge gefasste kurz den Aufstrom 
nennen und darauf sollen sich die Buchstaben ohne Index 
beziehen. 

Alle tibrigen sollen nur da sein, um das elektrische 
Feld zu definiren, in welchem sich unser Aufstrom be- 
findet und es soil gefragt werden, welche Wirkung das 
durch die ubrigen Strome definirte Feld gerade auf den 
ins Auge gefassten Aufstrom ausubt. 


64. Sei m ?: irgend eine Masse des Systems, welches m 
wir jetzt als Polycykel bezeichnen, deren Geschwindigkeit %ka 
wieder: 


v* = l -|- b ^ l b* g l 2 • • 4“ b* v l v , (% — 1,2,8.. p ) 

sei. Dann ist: 
m x (vV m l 


2 


-l' 2 + m i a i V {b l i l\ + V* a + * * + M ' 


M und N sollen Grossen sein, welche das V ohne Index 
nicht enthalten. Hiernach ist: 


4 : 
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T : 


m'&r __ V 2 


^ ^(^) 2 


i=i 


*=1> 


+ ^ ”1" ' • b^l'v) + A* 


= 4 ~ 2 m£ ^ 2 ^ ^ wfa'bijl'b + 


«=i 

i=p 


i=p 7i=v 


N. 


2 = 1 


i=l 7i=l 


Wir wollen nun vorlaufig den Aufstrom, gleichgiiltig, 
ob wir nns darunter einen geschlossenen Strom oder ein 
Stromelement vorstellen, mit s, die Doppelsumme mit J(s), 
die einfacbe Summe mit A bezeichnen, also setzen: 

24) -4 = 2 m*(a*) 2 , J(s) =2 

i=l *=1 ft=l 

so dass: 

25) t=^-1'*+1'J(s) + N f 

wird. Fiir zwei Strome ist l, l v J(s) mit dem identiscK, was 
dort mit l v l 2 und Z' 3 C bezeicbnet wurde. I X M 


wovon hangt 65. Die Grosse J(s) bezeichnen wir als das Moment 
tin** sTomes unseres Stromes s in dem gegebenen Felde. Diese Grosse 
ab? ist offenbar abhangig: 1. Von der Natur des Feldes, also 
derlntensitat und Lage sammtlicher anderer Strome. 2. Von 
der Gestalt und Lage des Aufstroms, aber nicht mehr von 
der Stromintensitat in demselben, da ja V vor das Summen- 
zeichen herausgehoben wurde. Es ist also bei der Defi¬ 
nition des Begriffs des Momentes von der Stromintensitat 
im Aufstrome vollkommen abstrahirt. Der Aufstrom ist 
dabei nur als eine im gegebenen Felde liegende geometrische 
Curve aufzufassen. 

Wir konnen in einbeliebiges Feld einbeliebiges Element 
einer Curve legen. Wenn dieses Element ein Stromleiter 
ware, wurde ihm immer im Felde ein bestimmtes Moment 
zukommen, welches wir einfach das Moment dieses Curven- 
elementes im gegebenen Felde nennen. Jedem Curven- 
elemente kommt in jedem Felde ein bestimmtes Moment 
zu und nach dem Spateren kommt daher auch jeder unge- 


Moment eines 
Curvenelt- 
mentes and 
einer Curve. 
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schlossenen oder geschlossenen Curve ein Moment zu, welch.es 
einfacb die Summe der Momente ilirer Elemente ist. 

66. Aber eins ist zu bemerken: Die Erfabrung lebrt, 
dass der elektriscbe Strom immer eine bestimmte Eicbtung 
bat. Dm diese eindeutig zu definiren, miissen wir eine 
bestimmte Eicbtung im Stromleiter s als positiv annehmen. 
Je nacbdem die Stromungsricbtung der positiven Elektricitat 
mit derselben zusammenfallt oder ibr entgegengesetzt ist, 
ist dann V mit dem positiyen oder negatiyen Zeicben zu 
verseben. 

Aendern wir nicbts, als dass wir die entgegengesetzte 
Eicbtung yon s positiv wablen, so andert sicb daber nicbts 
als das Zeicben vonT; daber bleiben aucb in unseren Formeln 
alle Grossen unverandert; nur die Coefficienten welcbe 
mit der ersten Potenz von V multiplicirt erscbeinen, andern 
ibr Zeicben, wahrend alle Coefficienten b unverandert bleiben. 

Es folgt daraus, dass A und N unverandert bleiben, 
wabrend J(s) lediglicb sein Zeicben wecbselt. Wir wollen 
dies letztere symboliscb dadurcb ausdriicken, dass wir 
schreiben: 

26) J(s)=-J(8). 

Diese G-leicbung folgt iibrigens scbon daraus, dass 
durcb die blosse Uebereinkunft, die entgegengesetzte Eicbtung 
von 5 als positiv zu wablen, sich unmoglicb der Wertb der 
lebendigen Kraft T andern kann. Da aber bierdurcb im 
Ausdrucke 25) nur V sein Zeicben andert, so muss aucb 
dessen Coefficient J(s) das Zeichen wecbseln, wabrend A 
und N ungeandert bleiben. 

67. Wir finden nun fur die elektromotoriscbe Kraft, 
die in unserem Aufstrome wirkt, wenn nocb die Bewegungs- 
hindernisse die Gegenkraft W ausiiben nacb Gleicbung 8, 
Art. 36, den Wertb: 

27 > L = i^+ w ‘- dJ jr + i -Tt L+w - 

Denken wir uns nun das Feld sammt seinen Yer- 
anderungen gegeben und betracbten bloss die elektromoto- 
rische Kraft L($), welcbe zur Ueberwindung des Wider- 


6. Erfah¬ 
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standes und der durch die Veranderungen des Feldes in 
nnserem Aufstrome erzeugten Induktion erforderlich ist (d. h. 
bloss das 2. nnd 3. Glied der Gleichung 27. Wir betrachten 
also 1. nicht dieWirkung auf die anderen Strome des Feldes, 
2. aber auch nicht die elektromotorische Kraft, welche der 
Anfstrom in sich selbst erzengt und welche durch das erste 
Glied der Gleichung 27 ausgedrlickt wird. Dann ist also: 

28) L(s) = + W. 

CL t 

Es kann iibrigens das weggelassene Glied der Gleichung 27 
unter yerschiedenen Yerhaltnissen an sich schon gegen die 
iibrigen vernachlassigt werden, so dass das mittlere Glied der 
Gleichung 27 iiberhaupt die gesammte im Aufstrome in- 
ducirte elektromotorische Kraft angiebt. Dies tritt ein: 
1. wenn die Stromintensitat im Aufstrome sehr klein ist. 
Dann ist V sehr klein und das erste Glied verschwindet 
gegen das zweite. Physikalisch ausgedriickt: der Aufstrom 
ist so schwach, dass er selbst nur verschwindend wenig zur 
Charakteristik des Peldes beitragt; diese und daher auch 
die im Aufstrome inducirte elektromotorische Kraft riihrt 
fast ausschliesslich yon den ubrigen Stromen des Feldes 
her. 2. Dasselbe gilt aber auch, wenn der Aufstrom nur 
ein yerschwindender Theil des Feldes, also nur ein Strom- 
element ist. Dann yerschwindet, auch wenn die Strom¬ 
intensitat darin beliebig ist, eo ipso die von ihm erzeugte 
Wirkung gegeniiber der durch das ganze ubrige Feld her- 
yorgerufenen und der in Gleichung 28 angegebene Werth 
yon L(s) liefert die ganze elektromotorische Kraft L in s. 

68. Hat V in mehreren sich aneinander schliessenden 
Theilen eines Stromleiters denselben "Werth, wie dies jeden- 
falls in einer geringen Zahl sich unmittelbar folgender 
Langenelemente desselben Stromes angenommen werden 
kann 1 ), so ist offenbar die Gesammtkraft L(J£s), welche durch 
das Feld in s inducirt wird, gleich der Summe 2£L($) der 
Kraffce L ($), die in den einzelnen Stromleitern wirken. Ist 


x ) Diese Bedingung ist iibrigens fur die spateren Consequenzen 
nicht einmal nothwendig, da das Moment J gar nicht yon V abhangt. 
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J(s) das Moment eines solcben Tbeiles, J(2s) das Moment 
des Inbegriffs aller Tbeile, so bat man: 


L{2s) = 


dJ (Us) 
dt 9 


daber, da man jedenfabs annebmen kann, dass fur t = ~ oo, 
J(s) = = o ist: 


29) J(2s) = 2J{s). 

Das Moment eines Inbegriffs mebrerer Stromtbeile ist 
also die Summe der Momente der einzelnen Tbeile. 

Ist J(ds) das Moment eines Elementes ds nnd tbeilt man jfdsjiatpro- 
dies nocb in mehrere {n) kleinere gleicb lange nnd gleicb- portwnal 
beschaffene Elemente der, so kann das Moment jedes dv 
gleicb angenommen werden. Es ist also J{ds) = nJ{da), 
d. b. es ist J[ds) proportional der Lange ds, daber: 

J(ds) = Eds, 

wobei E eine endliebe Grosse ist. Dies folgt iibrigens aucb 

sebon daraus, dass nacb Gleicbung 29 das Moment eines jcsj^/jds, 

endlicben Stromes: J tu^rai n ' 

30) J{s) = f J(ds) 


J aU Linien- 
integral. 


ist, wobei das Integral uber alle Stromelemente zn erstrecken 
ist, was nur nnter der Bedingung, dass E im Allgemeinen 
endlieb ist, einen allzeit endlicben Wertb liefert. 

69. Sei k irgend ein Parameter, welcber tbeils die Ponderomo- 
Position des Aufstroms, tbeils aber aucb die solcber Korper auf dm Auf- 
bestimmt, in welcbe die vom Aufstrome erzeugte Bewegung strom * 

iibergreift. Naturlich wird moglicberweise aucb nocb die 
Lage anderer Strome des Peldes durcb diesen Parameter 
bestimmt sein. 

•Die Kraft K, welcbe auf k von aussen wirken muss, 
um es constant oder in der durcb die Gleicbungen aus- 
gedriickten Weise langsam veranderlieb zu erbalten, ist dann 
nach Gleichung 6, Art. 31: 


bt _ _ Yl ?A ___ r dJ{ ' s ' ) — 

dh “ 2 dk L dk dk ' 


Hier rubrt das erste Glied von der Wirkung des Auf- 
stroms auf sich selbst, das letzte von der Wirkung ber, die 
auf die ubrigen Strome des Eeldes ausgeiibt wird. Die 
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Wirkung des Feldes auf den Aufstrom, welche wir jetzt 
einzig und allein betrachten und mit K ( 5 ) bezeichnen, ist 
dalier lediglicb dnrch das zweite Glied bestimint. 

Ist die Stromintensitat V im Aufstrome sebr klein oder 
der Aufstrom nur ein nnendlicb kleines, dalier verschwin- 
dendes Element des ganzes Feldes, so versclrwindet das 
erste Glied. Es ist also dann die gesammte ponderomo- 
toriscbe Kraft, welche in Folge der Wirkung auf nnseren 
Aufstrom anf den Parameter k wirkt: 

si) = 

Wenn sicb alle Parameter k nm Sk andern, ist dalier die 
gesammte Arbeit der ponderomotorischen Krafte 

32) 2-^^ Sk = “ 2 r J TET ** = - r 9< 

Da alle Strome in einander greifen nnd das Zusammen- 
wirken aller erst den Znstand des Feldes bestimmt, so lasst 
sich. eigentlich nicbt scbarf unterscbeiden, welcher Theil der 
auf k wirkenden ponderomotorischen Kraft von dem, einen, 
welcher von dem anderen Strome herriihrt, falls durch den 
Parameter k die Positionen mehrerer Strome gleichzeitig 
bestimmt sind, allein wir wissen, dass, wenn. wir den 
Ausdruck 31 fiir jedes Stromelement des Feldes bilden 
(wo das fruher besprochene erste Glied verschwindet) 
nnd dann alle so gewonnenen Ausdriicke K(s) addiren, wir 
sicher die anf k wirkende Gesammtkraft richtig erhalten. 
In diesem Sinne eben wollen wir diesen Ausdruck als den- 
jenigen Theil der Gesammtkraft betrachten, welcher von 
nnserem Strome geliefert wird. Darans folgt natiirlich wieder: 

K{2s) = 2K(s) nnd J[Sa) = J£J(s). 
ofeine- 70. Gleiches gilt von der gesammten lebendigen Kraft 

> n Juf- oder, wie wir dentlicher sagen, von der elektrokinetischen 
Energie des Systems; dieselbe ist: mAH 

2 dV " r 2 dl\ 2 dl\ ^ 

Wir erhalten daher jedenfalls wieder die gesammte 
elektrokinetische Energie richtig, wenn wir den Ausdruck: 

VdT VI 
2 dV 2 
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fiir jeden der Strome resp. jedes der Stromelemente des 
ganzen Feldes bilden und alle diese Ausdriicke zum Schlusse 
addiren. Wir konnen jedem der Strome gerade diese elek- 
trokinetiscbe Energie V 1:2 zuscbreiben und wollen dies 
den Betrag nennen, welcben gerade dieser Strom zur elek- 
trokinetischen Energie beitragt, und mit T(s) bezeichnen. 

Dies ist freilich wieder in gewisser Beziehung will- 
kurlich, da ja die elektrokinetische Energie nur durch das 
Zusammenwirken alter Strome entsteht. Es lasst sicb also 
nicbt strenge unterscheiden, welchen Beitrag jeder einzelne 
Strom dazu liefert. Aber soviet ist wieder sicher: wenn 
wir jedem Theile diese elektrokinetische Energie T(s) zu- 
schreiben und dann die alien zugesehriebene elektrokine¬ 
tische Energie addiren, so liefert die Summe die richtige 
Gesammtenergie des Feldes. Es ist also: 

T ( a ) - 2 IF ~ 2 [ Al + 

Ist wieder entweder V sehr klein oder zahlen wir die 
Elemente des Stromleiters einzeln auf, so dass $ ein ein- 
zelnes Element bedeutet, welches fiir sicb allein jedenfalls 
nur verschwindend wenig zum Gesammtcharakter des Feldes 
beitragen kann, so yerscbwindet das erste Glied und esbleibt: 

33) T( S )=4«7( S ). 


Achte Vorlesung. 

Eigenschaften des Momentes. Stokes’ Satz. 

71. Sei das Moment irgend einer geschlossenen Curve s j a u i 
zu bestimmen , wobei naturlich eine Umkreisungsricbtung ( Conseqv 
derselben als die positive gegeben sein muss. Wir denken 
uns eine beliebige ebene oder gekrummte Flache deren 
Contur jene geschlossene Curve ist und zerlegen diese Fhlche 
in unendlich viele unendlich kleine Flachenelemente dx. 
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Da jede im Felde liegende Curve ein Moment hat, so muss 
auch die Contur jedes Flachenelementes dx ein bestimmtes 
Moment haben, welches wir mit J(dx) bezeichnen wollen, 
wobei natiirlich jedes dx in demselben Sinne, wie s um- 
kreist werden muss. J{0) oder fJ(dx) sei die Summe der 
Momente aller dieser in die Curve s eingezeicbneten kleinen 
Conturen. Nacb Gleicbung 80 kann man aber die Con¬ 
tur jedes Flachenelementes dx wieder in sehr viele Linien- 
elemente zerlegen und nach Gleichung 
Fig. 17 . 26 heben sich in der Summe fJidx) die 

yr -^ Momente aller im Innern der Curve s lie- 

yyy \ genden Linienelemente auf, da jedes 
yyy i derselben einmal in dem einen, das an- 

I dere Mai im entgegengesetzten Sinne 
J durchlaufen wird; die Elemente aber, 
V / welche in der Contur der Flache 0 lie- 

gen, liefern zusammen J(s). (S. Fig. 17.) 

Es lasst sich also J{s ), ebenso gut, 
wie durch das Linienintegral fJ(ds ), auch durcli ein Fla- 
chenintegral darstellen. Es ist: 

34) J(s) = / J(dx), 

woraus selbstverstandlich folgt, dass J{dx) unendlich klein 
wie dx, also von der Form E'dx sein muss, wobei E f 
endlich ist, obwohl es, wenn als Linienintegral dargestellt, 
in der Form eines Integrals erscheint, das uber eine Curve 
erstreckt ist, deren Lange klein von der Ordnung ds ist. 

Wenn J{s) als ein ttber die Flache 0 erstrecktes 
Flachenintegral fE'dx ausgedriickt erscheint, soil es immer 
mit J(0) bezeichnet werden, ein Werth, welcher natiirlich 
alle Mai nur von der Contur der Flache 0 und dem 
Sinne, in welchem diese gezogen gedacht wird, nicht von 
der ubrigen Gestalt der Flache 0 abhangt. 

onenten 72. Wir betrachten dieselbe geschlossene Curve, wie 

lomentes . . ait - _ . 7 

<oome- im vongen Abschnitte, beziehen sie aui em rechtwmkhges 
Coordinatensystem und zerlegen sie in unendlich viele 
Curvenelemente ds . Jedes derselben ersetzen wir durch 
eine geradgebrochene Linie, deren drei Stiicke dx, dy, 
d% parallel den drei Coordinatenaxen sind, wahrend der An- 



73.1 


Momentenvektor. 


59 


fangspunkt des ersten und Endpunkt des letzten mit dem 
Anfangspunkte und Endpunkte yon ds zusammenfallt. (In 
Fig. 18 fur einen in einer der Coordinaten-Ebenen liegenden 
Strom gezeicbnet). Den Inbegriff aller dx, dy und dx 
nennen wir die geradgebrocbene Li- 
nie s'. Sei 5 die Contur einer 
Flacbe 0, s' die einer anderen 
Flacbe 0', welcbe sonst uberall mit 
0 zusammenfallen, nur am Rande 
entsprecliend der dort zu erfullen x 
den Bedingung unendlicb wenig ab- 
weicben soil. Es ist also dann: 

J{s) = J{0), J(s') = J{0'). 

Nun weicben aber die beiden 
Flacben 0 und 0' nur in Flacbenelementen von einander 
ab, deren Summe einen unendlicb kleinen Flacbeninbalt 
liefert. Das Moment der unendlicb kleinen Curven, die 
aus den vier Elementen ds, dx, dy, dx besteben, muss nacb 
dem Bewiesenen unendlicb klein, wie der davon umscblos- 
sene Flacbenraum sein; daber muss aucb das Moment der 
Gesammtfiacbe, um welcbe 0 und 0' verscbieden sind, 
unendlicb klein sein und der Unterscbied zwiscben J(0) 
und J{0') verschwinden. Gebt man daber zu wirklicben 
Differenzialen liber, so wird J{0) — J(0') und daber aucb 
J(s) = J(s'). 

Bei Berecbnung des Momentes kann also jedes Linien- 
element ds ersetzt werden durcb seine drei Projectionen 
dx, dy, dx auf die drei Coordinatenaxen. 

Sind die Momente dieser drei Projectionen Fdx, Gdy, 
Hdx, so ist also: 

35) J(ds) = Fdx + Gdy -f Hdx, 

73. Da das Moment nur von der Natur des Eeldes 
und der Gestalt und Lage des Aufstroms abbangt, so konnen 
F, G, H iiberbaupt nur mebr von der Natur des Eeldes 
und der Lage des Punktes abbangen, durcb welcbe das 
Element ds gelegt wurde. Man kann also von jedem Punkte 
des Peldes aus eine Gerade 31 zieben, deren Projectionen 


Fig. 18. 
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Avhtv Vorlmm^ 

auf die droi Ooordiiiiiteiuixen gleirh den Wert lien von /•', 
Q und II in deni botrell'enden Punkte sind. Idese 1 *'' r;, de 
neunen wir den Monientenveetor ties betreilendeu Pmiktes 
und das Moment oinos tlureh tlieseu Ptmkt gezugeuen t.inieu- 
elementes da 1st daiui naeh Funnel 35: 

30 ) ./(</.v) ■'ildsr us (\U, »/.<). 

74. Ks soil jetzt speeiell * die Contour eiues uuendlu h 
kleinen Pliichonelementes tlx seiu und J{dx) um h Funnel GO 
und 35 boroclmot worden. Hamit keine Zvveideutigkeit m 
der Bestimmung der tlmlnulsrichtung einirete, m 41 inner 
Coordinatensystem ho gewiihlt werdeit. da-m die positive 
y- Axo durcli eiiio solche Drehung auf kllrzestein Wege in 
die Lage der positivon t-Axe ilbergeht, vie -no etue ge- 
wohnlicho rechtsliiutigo in der positive!! A-U’ioliitmg in enter 
fixen Mutter fortschreitonde Hehruubn umrht, also fttr eitt 
auf der positiven A-Seitn belindlirhes Ange tlem Siune tint 

Flirzeigers elttgegeu. *) 
Itasselhe null flic die 
bidden nndereu ('oordi- 
lUttenitVeli geltell, Wejm 
,r, y und i evklineb vet - 
tlUIsi'ht Werden. Mini 
erhtllt tdu sulehen Cu* 
urditmtensy-stem, vvejm 
man die positive A-Axe 
naeh torn, die positive 
V-Axe naeh reehts, die 
positive /. Axe tiaeb 
ohtm zielit. 

75. Liegt zunitehsl 
das FlUclienelemont dx in der sv-Khuno Fig. lit. wn die 
a-Axo gegen den Boschauer hingeriehtet zu deukeu i*d, ho 


l ) Maxwell sehlftgt' (treat, mi el. v«*t. 1 art. t!Si v«r, dies oiit 
Weincoordinatensystam *u nenneii, da aleh die Weinrattke im 
Sinno windet, wctin die positive OoordlnaU'imxa die mifateigende 
Stange ist. Das entgegengesetstn huimit dam» ..Hopfria-ourdiiiatno 
system. 11 


Fig. lit. 
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roduoirt sich J(dx) auf / (Fdx) + Gdy), was iiberdie Contur 
von dx 7 die krimmio Linio dor Fig. 19 zu erstrecken ist. 

Soi :r () dor kleinsto Worth von x 7 welcher einem Punkte R 
d lower Contour zukommt, x x dor grosstc dor dem Punkte S 
zukommon ho11 ? x nud x +• dx scion zwoi beliebige Wertke 
von :r, von demon dor orsto don boidon Punkten A und D 7 
dor letzto den boidon Punkten B und 0 dor Contur zu- 
kommt. Damn i«t: 

J.Fdx = j'pdx -jv'dx, 

UAHS It DON 

wnlu'.i b v irgernl oinon Worth tics F in dem oberon Theile 
dor Ckmtur bezoiohnot. Kasscii wir das auf das Langen- 
difloronzialo A IS bezUgliche Element des orsten Integrates 
in it. dem auf das Lllngondifferenzial DC des zweiten bezug- 
liehon zusammon und obernso das auf j odes Langendifferenzial 
bozUglioho Element des orsten Integrals mit demjenigen 
Elomonto des zweiton Integrals, das sioh auf das vertikal 
darttbor liegoudo Lilngondifferonzial bezieht, so wird: 

«i 

fFdxz* f(F- F') dx. 


Wird die Ordinatondifforenz jo zweier vertikal tiber- 
tmiandor liogouder L&ngonditforenziale mit n bezeiebnet, 
ho ist: 

i/f i BF 

i «* + <?§£■ 

Da abor die ganzo (lontur nur unendlich klein ist, 
ho ktttm dF:dy ftlr jodon Punkt derselben constant betrach- 
tet und vor das Intogralzeicbon gesetzt worden. Da ferner: 

fi, dr gloic.h dom Inhalte dx dor von der Contur urn- 
HchlosKonen Klile.ho ist, so bat man: 


(Jenau obenso findet man: 


Jady 


, SG j 

+ - h ~dx, 
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daher: 



ices’satz 76. Hieraus kann leicht der allgemeine Fall, dass 

Rctiime. _, . 

dx beliebig im Raume liegt, abgeleitet werden. Wir legen 
dann drei neue Coordinatenaxen (die der f, % J), so dass die 
beiden ersten dem dx parallel, die letzte darauf senkrecht 
ist und sicb gegen die angenommene Umkreisungsrichtung 
von dx so verhalt wie die alte z-Axe znr Ueberfuhrung 
der positiven x-Axe in die positive y -Axe anf kurzestem 
Wege (dass die Umkreisungsrichtung eine Weindrebung um 
die positive 0£-Richtung ist). Ausserdem sollen die drei 
neuen positiven Coordinatenaxen gegeniiber den drei alten 
congruent sein. (Es sollen wieder Weineoordinaten sein.) 
Ist wieder 21 der Vektor, dessen Componenten F, G , E sind, 
so bat man zunachst: 

" * f(Fdx + G\dy + Hdz)== fds 21 cos (St, ds) = f{0dg + Wd?j), 
wenn 0 und W die Componenten des Vektors 21 nacb der 
neuen x- und y -Axe sind. Letzterer Wertb ist aber nach 
dem soeben bewiesenen gleicb: 

“(s-w)■ 

Ferner bat man bekanntlicb, wenn die Cosinus der 
Winkel je zweier Coordinatenaxen nach dem beistebenden 
Schema bezeicbnet werden: 



X 

y 

% 

s 

a 

e 

r 

n 

k' 

r 

r 

i 

a" 

p 

r" 


0 = ccF + fiG + yH, 


d£ a dx 


d , n d . d ] 

- + PTy + ? 


dx 


W = a'F + @'G + y'H, 

B r B | r%t ‘B . , h 

dr) ~ a dx + ^ dy + 7 d%‘ 
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Substituirt man dies in den Ansdruck 88, so fallt 
dF:dx, dG:dy und dE:dz ganz heraus, die Grosser 

B_G _ BF 
dx By 


erscheint mit {aft —d$) dx = y ,r dx = dv x ) multiplicirt, wobei 
d) l, dp, dv die Projectionen yon dx auf die drei Coordi- 
natenebenen sind. Fallt die Umkreisungsriclitung von dx, 
sobald es um einen spitzen Winkel in die #&-Ebene gedreht 
wird, mit derjenigen Drehung um 0 zusammen, welche die 
positive y- Axe auf kiirzestem Wege in die positive 3-Axe 
tiberfiihrt, ist also y" positiv, so ist auch dv positiv, sonst 
negativ zu bezeichnen. Da die ubrigen Glieder des A-usdrucks 
38 durch cyklische Vertauschung aus dem eben betrach- 
teten folgen, so ergiebt sich schliesslich: 

J(s) = J{dx) = f(Fdx + Gdy + Hdz) 

= adX -f- bdfi + edv = 95 dx cos (95, n) , wobei: 


39) 


40) a = 


BE 

By 


BG 
' Bz 9 


b = 


BF 

B% 


BE 

Bx 


BG 

Bx 


BF 

By 


aus einem uns noch freilich verborgenen Grunde die Com- 
ponenten der magnetischen Induktion genannt werden sollen. 
Die Gleichungen selbst sollen die Gleichungen der magne¬ 
tischen Induktion heissen, und zwar nach ihrer Ableitung 
die Stokes’schen. (Das Wort Influenz ware freilich im Ge- 
gensatz zur faradischen Induktion passender.) 95 ist der 
Vektor (Induktionsvektor), dessen Projectionen auf die drei 
Coordinatenaxen gleich a , b, c sind. Die nach derselben Seite, 
wie frliher 0£ gerichtete Normale zu dx wurde jetzt mit n 
bezeichnet. Umschliesst $ eine endliche Flache, so wissen 
wir bereits, dass J(s) dieSumme aller J(dx) Flachenelemente 
derselben ist, also: 

41) | J(s) = f{Fdx + Gdy + Hdz) = /J(dx) 


f (adl + bdfji -P cdv) = f$8dx cos (93, n). 


Will man diese Gleichung lieber rein geometrisch, aus 
der Gleichung 37 ableiten, so verfahre man wie folgt: Man 
construire ein unendlich kleines Tetraeder, von dessen Kan- 
ten drei, die sich in der Spitze 0 treffen, den drei Coordi- 


Vector , Com¬ 
ponenten und 
Gleichungen 
der magne¬ 
tischen In¬ 
duktion. 


*) Kir chhoff, Vorlesungen iiber math. Physik 3. Aufl. S. 41 u. 42. 



Arhtt* Vorh'Mtiig, 


pj m 


natenaxen parallel sincl; die* 0 Kt‘gt*niU)<‘rli4*^*!idi» Klitehr dos 
Tctraedors sei tlx, die, anderen drei Heitentlucheu i/iu <//*, 
dv. Man sielit soibrt, dass J(dx) J(flk) ■) */('//*) } •/(*/ r) ist, 
da sich in dor letztem Summe die Integral** idler die in fi 
zusammenstossonden Totrabdurkanton aui ludien, Bereelinef 
man J{dl), J{dy) und J{dv) naeh Forrntd :I7. m» imt mini 
sofort die Formal 39) fftr das Tefrnnlor. Man kami abor 
jede von irgend outer Curve * umseidossene 
20. Flae'he 0i» lanter Dreierke zerlegen, welehe 
G G die Kigensolmften des obigen t hvieek* dx 
I I lmben (Fig. 20). Man lege uuemllirlt Dole 
I / Kbeturn in unendlieh kloinen Abstuudoii jut- 
y 7 railed der;r//4dheiie, Diene nolleii die Fliirlie 

pJJ p* ® ( ^" r im ^ x * !l ^ fl11 ^ ilrvoil ( \* ( r 

PsJ/P- ( ' n * * * wbneidon. Dureh eiinm Pnnkt l\ 

J auf C 3 lege man zwei Khetten jtitrtillrl tier / 1 - 

^ und y% - Kbene; diene sehueiden im Wr- 

cine mil dor Tune <\ ein Dreteok jtu* der 
Flaclio s aus; sic sollon die Curve (\ in P 3 und t\ selmtuden. 
Man legt dann winder (lurch P a tune der i/t-* tin re It t\ eute 
der aw-Ebeno parallel© Kbene; srlmeiden diene die Curve t 
inP 4 undP 5 , bo legt man winder dureh i\ eine der x i % durrh 
P 5 eine der ly.vEbeno parallel© Kbene u. s, jf, Hu winf din 
Fliicho <P in lanter Draioek© von der gewiinsebten Funn 
legt und man erhUlt aueh die Uleieimng 41. 

Will man hinwiederum die UUnehung 39 uhne den 
Umweg liber die filoiehung 37 ableiten * ho legt? man dx 
so im Raume, dann die im oben definiileti Sinnn diati ga¬ 
zogene Normale n mit den dret positive!! tWrdiniiti’mixtm 
spitze Winkel bildet (Fig. 21). Man zeirline nttelt dm Pro- 
jectionen dv und dl von dx auf die xy- uml yi»K\mm; 
endlich lasso man eine Kbene K parallel der x i-Kbene fort- 
wandern; ihre ^-Coordinate nei // Cll weim me die Ccmltir 
yon dx zum ersten Male berilhrt, y % wtmn ihr Itarchmihiiitt 
mit der Contur wieder aufhSrt; in zwni ZwtKcliMiliigtm, die 
einander unendlieh benachbart Bind, ubtr ball© lift din 
2 /-Coordinaten y und y + dy> Wir nennen daher ttiew© L»gen 
kurz die Lagen y und y + dy. Die Kbene E aekneide in 



76 .] 


Stokes’ Satz. 
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der Lage y die Contur yon dx in den Punkten A und B. 
Es ist nun: y 

f Ody = f{G B -6 A )dy. 

Vo 

Habe A die Coordinaten x, y , % dagegen B die Coordinaten 
x + y, % — £; so ist also: 

Q, = <?„ + f *§ - £»» daier: 


ifl 


Da fEd% und fFdx Avocok cykliscbe Vertauscbung gewonnen 
werden, so ist hiermit die Form el 39 erwiesen. Die For- 
meln 39 und 41 

gelten mit unveran- Fig. 21 • 


dertem Zeichen fiir 
Hopfencoordinaten , 
wenn in denselben 
die Hopfendrehung 
als positive Drebung 
gewablt wird, d. h. 
also die Drebung 
von der positiven x- 
Axe auf kiirzestem 
Wegegegen die posi¬ 
tive y -Axe (also von 
der positiven z-Axe 
geseben im Sinne 
des Ubrzeigers; ent- 
gegen einer gewohn- 
lichen Scbraube. die 



in einer fixen Mut¬ 


ter in Richtung der wacbsenden % fortscbreitet). Natiirlich 
muss dann auch die Normale n so gelegt werden, dass ? 
wenn sie eine Hopfenstange und dx der Erdboden ware; die 
Drebung der Hopfenranke die gewahlte Umkreisungsricbtung 
von dx ware. Wir aber wollen uns, entgegen sonstiger 

Boltzmann, Voriesungen. 5 
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Munchener Art, liier unter Verschmahung des Hopfens stets 
an den Wein halten. 

Ich bemerke noch, dass unsere Beweise rein geome- 
trische waren, dass also in Gemassheit der Gleichungen 39 
und 41 die Relation: 


42) 


f (.Fix + Gdy + Hdz) = J dx 
, (8F 8E\ , , , 

+ (dZ-TZ) cos {ny) + 


dff 

dx 


BE _ BG 
By B% 

dF 
By 


cos (nx) 
j cos (nx) 


stets besteht, wenn F, G, H beliebige Funktionen von x 7 
y , ferner dx ein beliebiges Flachenelement und n seine 
Normale ist und die. Integration fur Weincoordinaten wein-, 
fur Hopfencoordinaten hopfenwendig liber die Contur von dx 
erstreckt wird. 

77. Da ich die vorliegende Theorie die Maxwell’sche 
nannte, muss ich es entschuldigen, wenn ich im folgenden 
yon Maxwell’s Wege abweiche. Dieser betrachtet namlich 

nun sogleich den Magnetismus, wo- 
durch es den Anschein gewinnt, als 
ob derselbe als ein von der Elektri- 
citat verschiedenes Agens betrach- 
tet wtirde. Um jeden derartigen 
Schein zu vermeiden, wollen wir 
dagegen zunachst bloss you Sole- 
noiden sprechen. 

Wir dachten uns bisher die 
kleinen Strome dx so angeordnet, 
dass sie mit ihren Conturen an- 
einanderstossen. Wir wollen jetzt 
eine andere, die perlschnur-, rosen- 
kranzartige oder solenoide Anord- 
nung derselben betrachten. Sei eine 
beliebige Curve SlSf-Fig. 22 durch 
beliebig viele aquidistante Punkte 
(A, B, G von denen v auf die 
Langeneinheit entfallen, in sehr kleine Elemente dS = AB 
= BG ... = 1: v getheilt. Eine gleiche Zahl congruenter 


Fig. 22. 
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Scbeibeben von sebr kleinem (nicht vielleicht gerade unend- 
licb kleinem) Flacbeninbalte dx werde so angeordnet, dass alle 
senkrecht zur Curve und ihre Scbwerpunkte in A, B, (7... 
liegen. Die Contur eines jeden Scheibcbens werde von einem 
elektriscben Strome von der (fur jedes Scbeibeben gleicben) 
Intensitat V 8 durcbflossen, und zwar weinwendig, d. b. da 
wir uns die Curve SN (und ebenso ibre Langenelemente 
dS) von S gegen N gericbtet denken, dem Sinne des Ubr- 
zeigers entgegen, wenn das Auge vom Punkte N auf die 
Scbeibeben blickt. 

Das ganze System beisse das Solenoid S, welcber Bucb- 
stabe zugleicb die Lange der Mittellinie SN des Solenoides 
bezeiebnet. Befindet sicb dasselbe in einem beliebig ge- 
gebenen elektriscben Felde, so ist das Moment des Stromes, 
welcber ein Scbeibeben umkreist nacbFormel 89 d. vor. Art.: 

J(dx) = dx[acos(dS, x) + b cos (dS, y) -f ccos (dS, »)]. 
Bezeiebnet man die Projectionen des Elementes dS der 
Mittellinie auf die drei Coordinatenaxen mit dx, dy, d%, 
so ist wegen dS = 1: v l% 

J(dx) = vdx{adx + bdy + cd%). 

Das Moment des ganzen Solenoides ist nach Gleicbung 29 


Art. 68: 

43) J{S) = vdxf(adx + bdy + od %), 

wobei die Integration von dem Anfangspunkte S bis zum 
Endpunkte N der Mittellinie zu erstrecken ist. 

Es ist wiebtig zu bemerken , dass a , b, e bloss von 
der Bescbaffenbeit des Feldes, in welcbem sicb das Sole¬ 
noid befindet, dagegen die ubrigen Grossen bloss von der 
Bescbaffenheit des Solenoides abbangen, bis auf /, worin 
beiderlei Grossen gemisebt vorkommen. Setzen wir: 

44) J\adx + bdy + cdz) = <p, 
also: 


45) 


a = 


djp h _djP 
dx' dy 


c 


d(p 

dx’ 


so wird aucb <p bloss von der Natur des Feldes, dem an- 
genommenen Anfangswertbe und, wenn es kein vollstandiges 
Differentiale sein sollte, vom Integrationswege abbangen. 
Es ist dann einfach: J{S) = vcp dx. 


5 
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7. Erf ah- 78 . Multiplicirt man diesen Ausdruck mit —l' s und diffe- 

rungssatz. x 

Aufgeschios- xentirt partiell nach den Coordinaten, welche Gestalt und 

sent Solenoide / 

wiria jceme Lage der Mittellinie des Solenoides bestimmen, so erhalt 
KrafL man nach Gleichung 31 Art. 69 die ponderomotorischen 
Krafte , welche im gegebenen Felde auf das Solenoid wir- 
ten. Wir nehmen nun als durch die Erfahrung gegeben 
an, dass auf geschlossene Solenoide, d. h. auf solche, fiir 
welche die beiden Punkte N und S zusammenfallen, in 
einem homogenen Medium niemals eine Kraft wirkt, wenn 
die Strome des Feldes nicht durch die Scheibchen des So¬ 
lenoides hindurchfliessen. Daraus folgt also, dass alle 
Differentialquotienten von cp nach alien, Gestalt und Lage 
der Mittellinie bestimmenden Variabeln Null sind; dass cp 
fiir ein geschlossenes Solenoid eine von Gestalt und Lage 
der Mittellinie vollkommen unabhangige Constante ist. 

Wenn die Mittellinie des Solenoids nicht von den dem 
Felde angehorigen elektrischen Stromen umschlossen wird, 
so muss diese Constante gleich Null sein. Denn dann karm 
das Solenoid, ohne Strome des Feldes zu durchkreuzen, in 
unendliche Entfernung gebracht werden. Wir nehmen aber 
an, dass in unendlicher Entfernung jede Wirkung des Fel¬ 
des aufhort, dass also dort /, welches ja nach seiner De¬ 
finition die Wechselwirkung zwischen Feld und Solenoid 
misst und nur Glieder enthalt, die von dem Zusammen- 
wirken beider abhangen, Null ist. Ware das Solenoid ganz 
in einer von Elektricitat durchstromten Schale eingeschlossen, 
so konnte ohne erhebliche Storung des Feldes in diese immer 
ein unendlich kleines Loch gemacht werden, durch welches 
das auf eine einzige Linie zusammengeschobene Solenoid 
hinaus und in unendliche Entfernung gebracht werden 
konnte. 

Wird dagegen die Mittellinie des Solenoids von einem 
oder mehreren Stromen des Feldes umschlossen, so kann 
dasselbe nicht ohne Zerreissung oder Durchkreuzung in 
unendliche Entfernung gebracht werden; dann braucht cp 
nicht gleich Null zu sein, bleibt aber noch immer con¬ 
stant, wenn die Mittellinie ihre Gestalt beliebig andert, 
so. lange nur keiner der Strome des Feldes durchkreuzt wird. 



79.] Krafte auf offene Solenoide. $9 

Daraus folgt nacb bekannten Satzen der Theorie der 
Differentialausdriicke, die besonders in der Theorie com¬ 
pter Fnnktionen Anwendung finden, dass dtp in jedem 
Raume, der nicbt Yon den elektriscben Stromen desFeldes 
durcbsetzt wird, ein Yollstandiges Differentiate ist nnd 9 ? 
selbst eindeutig bleibt, solange niclit dnrcli den Integra- 
tionsweg Strome des Feldes umfasst werden. 

79. Ist das Solenoid ein ungescblossenes, so werden 
also bloss Krafte Yorhanden sein, welcbe auf seinen An- 
fangspunkt und Endpunkt wirken; anf alle anderen Va- 
riabeln, welcbe bloss den Verlauf der Mittellinie zwischen 
diesen beiden Punkten bestimmen, werden keine Kr&ffce 
wirken. Bezeichnen wir den Werth von cp fiir den Punkt 
N mit keinem Index, den fiir den Punkt 8 aber mit einem 
Striche, so wird nacb Grleicbung 43 fur ein homogenes 
Medium: 

J(S) == vdx(<p — cp). 

Sind x, y, % die Coordinaten des Punktes X und X, Y, Z die 
Componenten der auf diesen Punkt im Felde wirkenden 
Kraft und setzt man das Produkt 

46) vl' s dx~m. 
s<^ findet man also: 

47) 

oder nacb den Grleicbungen 45: 

48) X = — ma, Y~ — mb, Z = —- me. 

Dieselben aber gerade entgegengesetzt bezeiebneten Aus- 
driicke gelten fiir das andere Ende 8 des Solenoides. 

Wir konnen jetzt N als den Nordpol des Solenoides 
und m als die Intensitat dieses Nordpols bezeichnen. Es 
ist die Menge Nordmagnetismus, welche daselbst concentrirt 
gedaebt werden miisste, urn die Wirkung des Solenoids zu 
ersetzen. Eine gleicbe Menge Sudmagnetismus miisste na- 
tiirlich in 8 concentrirt gedaebt werden. Durcb die Zahl 
m ist das Solenoid Yollkommen charakterisirt. Alle Sole¬ 
noide, fiir welche m und die Lage der beiden Enden die- 
>selbe ist, verkalten sicb in alien ihren Wirkungen veil- 
kommen gleicb. 


Krafte c 
offene St 
noide. 
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80. Der Fall, wo die Mittellinie des Solenoids von 
elektrischen Stromen umschlossen wird, also <p mehrdeutig 
ist, bedarf einer naheren Erlauterung. Wir denken uns 
da zunachst einen nnendlichen geradlinigen Strom (Fig. 23) 
AB von der Intensitat V nnd der Eichtung von A gegen 
B nnd in der Entfernung r davon den Nordpol N eines 

Solenoides von der Intensi¬ 
tat m , wahrend sick der 
Siidpol des Solenoides in 
so grosser Entfernung be- 
findet, dass er keine be- 
merkbare Einwirkung er- 
fahrt. 

Wir nehmen als durch 
die Erfahrung gegeben an, 
dass die Kraft P, welcbe 
ein solcber Strom anf den 
Solenoidpol ausiibt, erstens 
der Intensitat des Stromes T, 
zweitens der Intensitat m des 
Solenoidpols proportional, 
drittens der Entfernung beider r verkebrt proportional ist und 
viertens auf der Ebene ABN senkrecht steht und ihrem Sinne 
nach durch die bekannte Ampere’sche Schwimmerregel de- 
finirt ist. Der Nordpol wird also weinwendig, d. h. wenn das 
Auge von B aus darauf blickt, dem Uhrzeiger entgegen urn 
den Strom herumgedreht. Diese Gesetze wurden von Biot 
und Savart (freilich fur einen Magnetpol) experimented ge- 
priift. Wir setzen daher, um mit Maxwell’s Bezeichnung 
der Constante in Einklang zu bleiben: 

P = 2 \iml' : r. 

Es ist nun die Arbeit zu berechnen, welche geleistet 
wird, wenn der Strom fix ist, aber der Solenoidpol eine 
beliebige geschlossene Curve NQJRTJ Fig. 23 beschreibt. 
Sei NQ ein Element dieser Curve, N'Q' dessen Projection 
auf eine Ebene, welche durch einen beliebigen Punkt 0 
des Stromes senkrecht zu diesem gezogen ist und N'T± ON'* 
Dann hat N'T die Eichtung der Kraft P und es ist die 


Fig. 23. 
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Arbeit, welche vom Solenoidpole auf dem Wege NQ ge- 
leistet wird: 

P x N'T=z 2 fxmV x ^.N'OT. 

Bescbreibt daber N eine gescblossene Curve, so ist die 
Arbeit gleich Null, wenn diese den Strom nicht umfasst, 
dagegen 4wenn sie den Strom einmal weinwendig 
umschlingt, Es ist noch zu bemerken, dass dies die Arbeit 
ist, welcbe bei Bewegung des Pols in sichtbare lebendige 
Kraft oder in Arbeit gegen die die Bewegung verlang- 
samenden Aussenkrafte verwandelt, also der Energie des 
Mediums entzogen und durch die galvanische Batterie wieder 
nacbgeliefert wird, die den G-egeninduktionsstrom in AB 
aufheben muss. 


Neu&te Vorlesimg. 

Elektrische Strome in Korpern. 


81. Wir gehen nun wieder zur Betracbtung eines vollig 
neuen Falles liber. Wir setzten bisber miner nur lineare 
Stromfaden voraus. Wir wissen aber, dass auch raumliche 
dreidimensionale Korper von Elektricitat durchstromt wer- 
den konnen; ja dass das letztere sogar der einzig praktisch 
realisirbare Fall ist, der sicb dem eines linearen Strom- 
fadens nur mehr oder minder nahern kann. 

In einem solcben raumlicb ausgedehnten, von Elektri- 
cit&t durchstrbmten Korper hat aber die elektrische Stro- 
mung an jeder Stelle eine bestimmte Richtung, und weder 
dies© noch die Intensitat der Stromung andert sicb sprung- 
weise (bochstens mit Ausnahme verschwindend weniger 
Stellen), so dass wir fur alle unmittelbar benacbbarten 
Punkte Stromrichtung und Intensitat im Allgemeinen gleich 
voraussetzen kbnnen. Wir konnen uns die Sache dann immer 
so denken, als ob der Korper von unendlicb vielen unend- 
lich dicht aneinander liegenden Stromfaden durcbzogen 


Stromung im 
JRatim. 


9. Erfah- 
rungssatz. 
Str&me in 
Korpem sind 
elenfalls ge- 
richtet. 



Neunte Vorleaung, 


Stromdichtig- 

Jceit. 
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Fig. 24. 



wiirde, deren jeder die friiher einzelnen Stromfaden bei- 
legten Eigenschaften besitzt. 

Wir legen durch einen Punkt P des Korpers ein un¬ 
endlich kleines Flachenelement dq Fig. 24 senkrecht zu 
den Stromfaden. Mdq sei die Zahl der Stromfaden, welche 
durch dq hindurchgehen, V die Stromintensitat in einem 
einzelnen derselben. Wir konnen 
also M als die Zabl der Stromfaden 
bezeichnen, die durch die Einheit 
des Querschnittes normal hindurch¬ 
gehen, oder besser gesagt, hindurch- 
gehen wiirden, wenn der Stromungs- 
zustand, der gerade im Punkte P 
herrscht, in einem endlichen Theile 
des Korpers gleichmassig herrschen 
wxirde. Das Produkt Ml' nennen 
wir die Stromdichtigkeit im Punkte P. Da wir uns den 
elektrisehen Strom nicht nothwendig als Strom eines 
Fluidums denken, wollen wir es noch als eine beson- 
dere Hypothese auffassen, dass mehrere unendlich nahe 
parallele Strome einem einzigen Equivalent sind, dessen 
Intensitat gleich der Summe ihrer Intensitaten ist. Freilich 
ware ohne diese Hypothese die Aufstellung von Formeln 
fur raumliche Strome kaum moglich. Theilt sich dann ein 
Biischel von Stromfaden, die anfangs unendlich nahe waren, 
in zwei getrennte Biischel, so haben wir den Yorgang der 
Stromverzweigung. 

82. Wir denken uns nun einen Solenoidpol an die be- 
treffende Stelle gebracht und berechnen nach zwei Methoden 
die Arbeit A , welche derselbe leistet, wenn er eine beliebige 
unendlich kleine, in einer Ebene liegende, durch den Punkt 
P gehende geschlossene Curve a in einer bestimmten Um- 
kreisungsriehtung durchlauft. Durch G-leichsetzung beider 
Werthe von A gewinnen wir dann drei Gleichungen. 

Die Arbeit, welche bei der Bewegung durch ein Langen- 
element d <j der Curve geleistet wird, ist nach Formel 32 Art. 69: 
49) A=-l' g dJ{S), 

wobei dJ(S) die Veranderung ist, welche das Moment-des 
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Feldes J(S) auf das Solenoid erfahrt, wenn der Pol die 
Strecke da zurticklegt. Wir denken uns nun im Korper 
einen den Punkt P umschliessenden Cylinder Z construirt 
(Fig. 24), der zwar auch unendlicli klein, aber unendlich 
gross gegeniiber der Curve g ist. Seine Axe soli die Lange 
ds haben und parallel den Stromfaden sein. ds soli sehr 
gross gegeniiber den Querdimensionen des Cylinders und 
diese wieder sehr gross gegeniiber der Curve a sein. 

Wir theilen A in zwei Summanden B und C; B soli 
diejenigen Glieder der Gleichung 49 enthalten, die von 
alien ausserhalb des Cylinders liegenden Stromtheilen her- 
riihren, also die Arbeit darstellen, welche gegen die von 
ihnen ausgeiibten Krafte geleistet wird. C dagegen be- 
zieht sich auf die innerhalb des Cylinders liegenden Strom- 
theile. 

Wir konnen uns die Mittellinie des Solenoids dabei 
beliebig biegsam und ausserhalb des Cylinders Z bei der 
Arbeitsleistung A immer nur sich in sich selbst verschie- 
bend denken. Dann wird also keiner der ausserhalb Z 
liegenden Stromtheile vom Pole umkreist; es ist keine Yer- 
anlassung zu einer Discontinuitat oder Mehrdeutigkeit des 
Integrates 44 fiir diese Strome vorhanden. Daher ist fiir 
sie Anfangs- und Endwerth von J(S) gleich und der Aus- 
druck 49 (vgl. Gleichung 43) iiber die geschlossene Curve g 
integrirt liefert fiir sie den Werth Null. Es ist also B = o. 

Bei Berechnung von C aber kann man jeden innerhalb 
des Cylinders Z liegenden Stromfaden als Gerade und un¬ 
endlich lang betrachten. Es ist also nach dem am Schlusse 
der vorigen Vorlesung Gefundenen die Arbeit ebenfalls 
gleich Null fiir alle Stromfaden, welche nicht durch die 
Curve g hindurchgehen. Fiir alle Stromfaden zusammen- 
genommen, welche hindurchgehen, ist die Arbeit 
50) G = A = 4?r [imMl'dq. 

Man wiirde noch einfacher zum Ziele gelangen, wenn 
man sich bei Ableitung dieser Formel auf neuere Yersuche 
von Joubin 1 ) beriefe, welcher direct die Krafte experimen- 


* *) Joubin, Compt. rend, der Par. Akad. Bd. 110 p. 231. 
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tell bestimmte", die auf einen in durchstromter Kupfersulfat- 
losung tauchenden Magnetpol wirken. Da aber diese Ver- 
suche weniger bekannt sind nnd ihr Resultat auch vielleicht 
weniger zweifellos feststeht,' so zog ich es vor, von den 
Yersncben Biot’s nnd Savart’s, auszugehen. 
mponenten 82. Wir bezeicbnen nun die drei Grossen: 

er Strom- 

dichte ■ 51) u = MV cos (/', x), v = MV cos (V, y), 

w = Ml' cos (V, %), 

(wobei V die Richtung der positiven Stromung ist, die mit 
der Cylinderaxe ds zusammenfallt), als die Componenten 
der Stromdichte im Punkte P, ferner den von der Curve <r 
umschlossenen Flacbeninhalt mit dx, endlich die Normale 
zu dieser Curve mit n. Der Sinn dieser Normalen ist wieder 
so zu wablen, dass die angenommene Umkreisungsrichtung 
der Curve a die weinwendige ist. Es ist dann: 
dq = dx cos (l', n) = dx [cos (l', x) cos {n, x) + cos (l', y) cos (n, y) 
+ cos (V, %) cos ( n , #)]. 

Daher liefert Formel 50: 


52) A = 4nfimdx\u cos {n, x) + v cos (n, y) + w cos (n, &)]. 
Nun wollen wir die Grosse A nacb der zweiten Metbode 
berecbnen, indem wir die Kr&fte X y Y y Z, welche auf den 
Solenoidpol wirken, den Gleicbungen 48 entnehmen. Da- 
mals wurde (siehe Gleicbung 46 und 47) gesetzt: 


v dJ(S) 
1 



Die letzte Gleichung folgt aus dem am Schlusse des Art. 64 
Gesagten. C ist die in der vierten und funften Vorlesung 
so bezeicbnete Grosse. Aus Gleicbung 19 Art. 50 und dem 
unmittelbar nach ihrer Entwickelung Gesagten folgt, dass 
— Xdx — Ydy — Zdz die der elektrokinetiscben entnom- 
mene, in sichtbare verwandelte Energie ist. Substituiren 
wir in diesen Ausdruck die Werthe 48 und integriren wir 
iiber die Curve < 7 , so erhalten wir: 

A — m f (adx + bdy + cdz). 


Da, wie wir bereits bemerkten, die Formel 42 Art. 76 
immer gilt, wenn darin F y O, H beliebige Funktionen von 


, 7(f) , 
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SfokcH'wjhe Strorngleicliungcn. 


x, y, i Hind, so konnen wir daselhst aucli a, b, c fur F, 11, G 
Kulmtituimi, uud erhalton: 

\ he _ fU ‘\,u> u u, .a j. I s a . Se\ 

\(iy ch 


M fix 


K-shm+c-sh** 


+ 


8 b 

dx 


da 

*y. 


COS ()t, *) 


Setzen wir dies (him Ausdmeke 52 glcieh imd bc- 
tienkwiy dawn die, (4leiehheit fttr ganz boliebigc Worthe der 
(V)Hinus gcdten muss, so erlialten wir die drei Grlei- 

eliuiigeii: 


58) 


4 It ft K 


dr 

8y 

4 7t ft tr 


8 b 

d\ 


8 b 

dx 


4 7t ft r - 

d a 

dy' 


da 

dx. 


de 

dx? 


Stole 

Strom, 

rhim* 


88. Ks Iiandolt Hivh noeh darum, aueh die Bedeutimg 
der llbrigeii (ipokhcu boi der Strftmuug in korperliclien Lei- 
tern m lixirtuu Weim wir zmdichst zur ttegenkraft der 
IleweguitgHhiiubniiiHHe iibergidum wollon, so haben wir strenge 
zwisrhen lantern mul Dielekirieis zu untorsoheiden. IJa 
titiH Wort n WiderHtaud u Under zur Bozeiclnmng dos mit to 
hrzeiehneten gnlvauinelum Leitimgswiderstandes gebrauchlicU 
kt, so mUssen wir um wohl bitten, statt „Gegenkraft der 
BewegungshiuderniHso^ ebenfalls das Wort „Widerstand“ 


*1 Biw blither Uetmgfe gilt nur im homogenen isotropen Medium. 
Kiiir ini vem’hledenen Htdien vorsdueden eoncontrirte Eisonddorid- 
Ibmuig gieht eiu Bdttpnd dm*,« inhomogenen isotropen Mediums. Ver- 
tmdie in tmldien Maditut Hegen noeU gar nieht vor. Am ersten kann 
mm norli iitw den Orenibfdingungen, die ftir Trannungsfliidien zweier 
veraddedener Kflrper gdten, also gewissermaassen (lurch Umkehrimg 
drr Met bode, weldie die Clmaselitehten ids diinno, aher eontinuirliehe 
ffeberfflnge betmditet, nut dun Verhalten soldier Medion einen Hchluss 
lirliwi, Ko viel ist nidier, dawt geaddossene Solonoide, wdche audi 
im iiineni vmi dnem Inhomogenen Medium orfttllfc sind, Kriifte nach 
Attwunt ittwllben wllrden uud dans duher die einfadiste Verallgemei- 
ttertiitg ttwerer Uleidiungen darhi besteht, dass wir flir soldie Medien 
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inn# i dibift) diaift) 8[c:y) . 

7rtf dx ' rr dx dx 

8{lr.ft) diatft) 

4 «"*' ** ~ dy • 
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zn gebrauclien, weil sonst Verwerhslungen dieser, wit* svlnm 
im Artikel 4d auseinandto’geBeizt wurde* trial %^rnchu* 
denen Grossen unvermoidlieh warm. 

6. Hypo then. Betrachten wir zuniiehst einen hvitvr: duHrllwt ist dir 

Jedts Ldn- , , . 

^neiement Gegenkraft der RewegungBmnderntHBe m enmm rm/xmen 

liefert m w ° t * , . } 

einm unai>~ Stromfaden ir = (ol. Wir Hotzon voruus * duv* men gernde 
tray. so, wie ch fttr die clektromotoriKohea Kriiftr srlion durrlj 
die drittc Hypothec Artikel 61 bedingt ist, aiirh dteir 
Gegenkraft aus imendlieh vielen Kummunden zusummeimet/t, 
von denen je einer Vdto von je einein Element** ds des 
Stromfadens herrtthrt, und dans dnnn dir in drr vierten 
und fiinften Vorlesung entwiekelten ullgemeiwm merlmninrheu 
Beziehungen nielit Mobs filr joden Htmmfnden nU Utui/es, 
sondern auch ftir jedes Element ds desnidhen gelten. Dium 
ist also: 

Den Worth von MV erhlilt man, wcnui man dir Ulwhungen 
51 der Keihe nach mit cos (l\ x), eon (/\ ?/). rtn {/ , \) multipli- 
cirt, Es folgt dann: 

w ~ J if’C M C0M ^ -i- f u-vm(t . t); 


6. Hypothec, 
Die etektro- 


Seien forner £, ij, f dip ('oiupwjpntm «!*»»• auatiwn 


Ztft'mm Krafte > wolcho (Up Bewegtmg der Kiektricitiit in drm Klc- 
¥mJtm C Z' mente dii unsorcs StromfadpiiK untrribon; chutu i*t die Kraft, 
legm, welche in der Richtung vou l’ wirkt, 


£ cos (/', a:) + r/ COM (/'. !/) 4 - £nw(/\ t), 


daher die Gesammtkraft im Stromfudcii: 


f[£ cos (/', x) + >, COH (/', !/) 4 - ;-f m{f, tjj, 

Endlich ist xiaeli Formel 30 und 35 Art. <iH umi l‘»: 

J{s) =/ ds[Fc0H{l', x) 4 - Qwh( 1\ , t \ 4 .. Hvm{i . t)j. 

Wenn keine siclitlmre Bewegung dor pondcrutdi'ii KOrprr 
eintritt, wird also: 
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Die Gleiehung 28 Art (>7 liefert dalier: 


f [£ W« (l', *) + v C 08 (r, »/) + £ cos (*', *)] 

*J I t5 0»(C. 9") + d< cos {I > y) + - ( f t cos {l, z) 
j ^ [m cor (r, :r) + r cos (/', i/) + w cos (l', a). 


Naeh den gemaehten Annahmen muss die obige Gleichung 
ftlr alia Klemento <ls einzeln erfttllt sein; es muss also zu- 
nliehst sain: 

£ i i U ^ 11 j f = Zj 

wobei A r Z l endliehe Grbssen sind mid die Componen- Cm^onmun 
ten dev die* galvanise-h geleitete Strdmung im betreffenden 
Punkfe den Kbrpers aniroibeudon iiusseren elektromoto- 
iwhen Kraft (ChomiHinuH, Thermoeloktricit&t) darstellen. 

Ferner muss sein 

. Md* 

(1(0 »S Q , 

w«tbei die emlliehe Grosso V die spocitische Leitimgsfahig- sptdfiache 
keit den Kbrpers im betreffenden Pimkte heissen soil* f&higkeit. 
Liese Konnol zoigt zugleich, daw dor galvanische Wider- 
Htiiml <Uo d<w KlemontoH doa Stromfadens der Lange ds 
iioKsclhcn direct uml dem Quertichnitte verkehrt propor¬ 
tional int, da ja M StromfUdon auf die Querschnittseinheit 
outfulUm imd iolglioh 1 : M alR QuorBcknitt eines Fadens zu 
betraohton i«t. 

I Ho Anwondung dor (Hoichung 55 auf ein einzelnes 
Moment lie fort nach Substitution dioser Wertbe: 


5ft) u < ’ I A\ 




K4, Fttr dio in dor Zoit St in einem Stromfaden von y ^^\ m 
dor Lange da entwiekolto Joule’ache Warme liefert die refama*- 
(iloiehung H (Art. 50): 


d<ul‘*{U *-* M ** l' % St. 


Dats Volumolomont von der Lange da und dem Querschnitte 
tiq t al«o dom Volumen dqd* ** dr enthalt Mdq solcher 
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Elektrokine- 
tische Energie 
eines Volum- 
elementes. 


Componenten 
der dielek- 
trUchen Po¬ 
larisation. 


Reibungselek- 

tromotorische 

Kraft. 


Fadeu, daher ist die dariu wahrend der Zeit St entwickelte 
Joule : sche Warme Mdqm&\ so gross, also gleich: 

57) dI= Wdli'zg t = ^(u*+v*+w*). 

Die elektrokinetische Energie in einem Elemente ds 
eines Stromfadens ist nach Gleichung 33 (Art. 70): 

L J(s) = -£ds [if’cos {V, x) + G cos {V, y) + £Tcos {V, z)~\, 

A U 

die im Volumelemente dr von der Lange ds und der Quer- 
schnitte dq also: 

[dE= ~ dr [Fcos {V, x) + G cos {l', y) + cos (l', »)] 

58) 

[ = ^(uF + vG + wR). 

85. Genau so nehmen wir in einem Volumelemente dr 
von der Lange ds und dem Querschnitte dq eines Dielek- 
tricums M-dq parallele, durch Aenderung einer dielektri- 
schen Verschiebung l entstehende Strome an. Nur ist 
jetzt die Gegenkraft der Bewegungshindernisse W dem un- 
differentiirten l proportional. Wir miissen daher setzen: 

59) Ml cos (Z, x) = f, Ml cos (Z, y) = g, Ml cos {l, %) = h; 
f, g , h sollen die Componenten der dielektrischen Polarisa¬ 
tion der Volumeneinheit heissen. Wir wollen ferner die 
Componenten der im Dielektricum wirkenden ausseren elek- 
tromotorischen Kraffce mit X v F 2? Z % bezeichnen und sie die 
Componenten der reibungselektromotorischen Kraffce nennen, 
womit wir niclit etwa behaupten wollen, dass im Dielektri¬ 
cum nur durch Reibung Elektricitat erregt werden konnte, 
ja nicht einmal, dass Iiberhaupt die mechanische Reibung 
die eigentliche TJrsache der Elektricitatserregung daselbst 
sei. 1 ) Diese drei Grossen treten in der Gleichung 55 an 
die Stelle von X x , Y ly Z x \ an Stelle von u, v, w tritt 

df dg dh . 

' dt’ dt’ dt 1 

0 Um dies sowie schwerf&llige Wortzusammensetzungen zu ver~ 
meiden und gleiehzeitig einen sicher Wiirdigen nach beliebten Mustem 
zu feiem, konnte man dem Galvaniamus den Guerikismus gegenuber- 
stellen und X i7 Z 2 die guerikischen Kraffce nennen. 
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I>i«I«ktrwiningHgloichunjQfcn. 


ondiidt mi Mollo von <' nine amlore Oonstanto k:4t% 1 wolclic 
wii din IHidektramuigHZuhl oder Dudektriciteitsconstante 
nonmm. wollon. Uerado ho, wie wiv aus dor Glcichung 55 
din Gloielmngen Ml gowonnon habon, ho ergeben sicli jotzt 
din folgomhm Uloirlmngen: 


DiHektri#i~ 

mngaza,ht. 



4 Tty = k f K 


dO 

dt 



dll\ 
dt) 


Diekktrisi- 

rung«olei~ 

chungen. 


^ h*’ Knorgio <lt.tr dioloktrischen Polarisation im K>*rgir <ter 
Volumtilt'mi'ntc ,h ahor crgiobt sicli aus dor (ileicliung 18 Polarisation 
(Art 50 V * n finm Vo " 

\ AU ' iHi r hnuet entente. 


III) 


d // a3 '"V {/' 3 +• >/ + >•% 



Ka int hiorhoi norh wold sr,u hemerken, dass im Dieloktri- 
oum din Htroxnromjmnonton m, r f w iminer die Wertho 

df dg dh 

d t f dt ' dt 


112 ) 


haben, wolohn Wertho immentlich aueh, nobald es sich uni 
ein Dioloktrirum Imndelt in den HtokeB’Hchon Stromgloichun- 
gen 53 und 54 Art 82 Hulmtituirt gedaeht werden mttsscn. 

Hit BidlwiverHUindlieh giobfc os zwischou roinon Leitern 7 . uym^. 
and retmm Isolatoron Zwischonstufon, Hogenannte Halblciter 
odor bossor genagt, leitemle Didektrica; donn die wesent- Didtktrimm, 
lichste Kigtmsohaft derselbim lies toll t weniger in ihrem zu- 
meist Hohr groHsim LoitungHwidorstand, sondorn violmehr 
darin, dass ittsbou dor olektrischen Leitung sicli darin auch 
dielektriHche PtdariHation bomerkbar macht. 

Dio oxperimwntelle Untorsuchung diosor Zwisohenstufon 
bietot goratlo die griSsston Schwiorigkeiten, da die Ober- 
Hftchenloitung und ausaerdem boi fasten Kdrpom die In- 
homogeiiitttt, bei Jh'lQ«Higkoiten der Foucbtigkeitsgebalt und 
anderos nohr stttren; daher ist eg erklftrlieh, dass ausser 
einigtm boHtfttigonden Versuchon von Cohn und Arons 1 ) 
die Maxwell 'echo Annahme ftbor das Vorhalten dieser Halb- 
leitor noch koino oxporiraentello Prllfung gefunden hat und 


•t WS«*d. Annaltw Bd. 28, 8. 454, 1888; Bd. 83, S. 18, 1888. 

Jll, h 



BO 


Neunte Vorlesung. 


I Hfi. 


(labor heutzutagc wohl noch uls Hypothese bezeichnet werden 
muss. Diesel bo besteht darin, dass in Halbloitern dielok- 
trisohe Polarisation nnd galvanisohe Leitung Rich unbehin- 
dert superponiron, die eine (.lurch die 1 lielektriHirungsgloi- 
ehungen 60, die andere (lurch die Widerstandsgleiehungeti 
56 bostixnrnt. Die iiusseren elektroniotorischen Krltfte, welehe 
auf die dielektrischo Polarisation wirken, khnnen dabei 
moglicherweisc andere sein und daher andere Werthe hahen, 
wie (liejenigon, welehe auf die galvanisohe Leitung wirken; 
daherwurde zwisehen A',, 1',, Z x und X v V 2 , Z % unterHohiedeu. 
Als elektromotorisc.he Krilfte der Induction alter: 
dV:dl, dO: dt, dll: dt 

sind in beiden IfiUlen diestdlten Werthe einzufUhren, und 
zwar ist bei ihrer Berechnung die gesammte elektrische 
StromstiVrke, sowohl die galvanisohe als auch die (lurch 
Aenderung der dielektrischen Polarisation bedingto, welehe 
letztere dureli die Ausdrlicko 62 gegeben ist, einzufllhren. 
(Mmjmauat Urn Irrungei) vorzubengen, wollen wir daher jetzt die Com* 
mddngai. ponenten der gosamwten elektrischcn Strftnmng mit u, r, «•, 
MlrotJwtt. die der galvanised! geleiteten StrOrnung allein alter mit p, </, 
r bezeiehnen, ko dass wir hahen: 

(j3) « = V "I’ ^, »’ == q + d f t , V> ■-= T -f ^ . 

W gki'dm^ Wir erhalten dann statt der Gleichungen 56 die folgenden: 



In don Gleichungen 56 und 54 dagegen ist nicht p, q, r (Ur 
u, v, w zu substituiren, sondeni dieso (Gloichungen gelten 
ungeltndort (Ur das leitende Dielektrieum und u, v, w hahen 
in denselben die (lurch die Gleichungen 68 defimrte Be- 
deutung. 

1 st die Hypothese, welehe diesen Gleichungen zu Grande 
liegt und von uns als die 7. bezeichnet wurde, auch haute 
noch nicht ganz feststehend, so fassen unsere Gleichungen 
doch jedenfalls in der einfaehsten Weise die fttr Letter 
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Hi 

amt Nieldieiter geltenden Relationen einheitlieh xnaammoiq 
iudem me iti die Hlr Reiter geltenden ilbergohen, wonn wir 
dh* I belektrimruugs/.ahl k o setzen, dagogen in die fUr 
IHelektrint geltenden, weim die ladtungsfahigkoit (> -- o wt. 

Man idHit leieht, dans diene filr leitendo Dkdoktrioa 
uufgt^fidllen (Heirhungen gun/, denjeuigen ontHprechen, 
welrlte wir I fir das dmvh Mig. 0 dnrgcHtellte Schema, fanden 
mu! in Artikel fdt als die (Jleiehungen 2d bezeiehneten. 
Mm duil mi! ,l/ t uder ,1/^ bezeiehneten K ration entsprechen 
jetzt A f . ) { , Z { , den mil ,Y p A',, bezeiehnolen X v r A % \ 
den t a (/q uder // a ) and m* entsprechen j\ //, h und 

fh V. *\ den / a her a, t\ ir; endlieh den (hmstanton (o und 
tf die jet/.f gehruuriden < unstauten i : C und d% : k. 


Zahnte VorleHung. 

(tenet ze tier at a tiouareu und angonitherl statio¬ 
ner en St running. 


Hi, Wir Imheti mm die Aulgnbe der Ableitung dor 
(Inmiigleieliiiiigtnt im Wesmitiicben gelds t und oh ini bier 
idelit iinuiie A Itsir hi, miclt in cine weitiiiufige Anwcmdung 
derHcthim mif Mpetdelie Hi lit* einzuhtHsem Nur die Her- 
Initttug tier einiaebnitm (frundgleiehungen dm* alien Kloktri- 
eitiilBtlumrie nntl ()ptik noil nuelt ungeHeldoHsen warden, da- 
niit der Hunt der gelundencu Uleiehungen uaoh keiner Rich- 
Itittfc dunkid Ideihe, Wir wullen zumlehst oblige (Jleiehungen 
aldmten t welrlte nur CkuiHequenxen der vurbergohcmden 
Kurimdit diirntidleii » aber deren Keuntumn Hlr die weitoron 
KnfwiekeliUigeti uuerUisHlioh InL 

Aits den drei (lltnelmngtm 40 (h. A tier ZuHammeu- 
m tel lung in Art. HH) fnlgt nofort: 


(15) 


it i ^ a h 

#.** ' fttj 


ih* 

dt 


a. 


ft «t 1 1 i m » n tt , V w i#trtt»g#tt. 


n 
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Ebenso folgt aus den Gleichungen 53 und 54: 


itinuitdts - 
ichung der ' 
iromnng. 


du dv dw 

ai + T y + Ji = 


Die Grossen X x , Y 17 Z x haben nur an Stellen, wo galva- 
niscbe Elemente thatig sind oder dnrch Temperaturdiffe- 
renzen thermoelektromotorische Kraffce erzengt werden, die 
Grossen X 27 Y v Z 27 nnr dort, wo gerade Reibungselektrici- 
tat entwickelt wird ? von Null verschiedene "Werthe. Schliessen 
wir zunachst solcbe singulare Stellen von der Betrachtung 
ganz aus, so vereinfachen sicb die Gleichungen 60 und 64 
und gehen iiber in: 


°dt ’ 


68) 4 7t f = 


r- 

A 7 <*Q 


C 1TI ’ 
dt 


Aus diesen Gleichungen folgt: 

., *f _ , 


G dF _ k cPF 

dt 4 tV dt 2 


Bilden wir die entsprechenden Gleichungen fur v und w und 
addiren alle drei, nachdem wir die erste nach x, die zweite 
nach y, die dritte nach % differenzirt haben, so finden wir 
unter Berucksichtigung der Gleichungen 66 im homogenen 
Medium: 


wobei 

69) 

Hieraus folgt: 

70) 


7 d*0 , a 

k ~d¥ + A%G ~dt =0 ’ 


0 = , n , m ist 

U dx + dy + dz 1St ' 


6= C x e 


4jt C 

+ CL. 


Diese Gleichung hangt aufs Innigste zusammen mit den 
Gleichungen 89—93, welche wir spater in Art. 97 und 98 
erhalten werden. Yorlaufig wollen wir uns mit den folgen- 
den, schon jetzt erforderlichen" Bemerkungen begnugen. 

Sei in dem betreffenden Raume irgend ein Mai weder 
ein Magnet, noch ein elektrischer Strom, noch sonst eine 
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elektriscbe Wirkung vorbanden gewesen, so dass zu dieser 
Zeit liberal! die magnetischen und elektriscben Kraffce = o 
waren, was wir den neutralen Zustand des Feldes und 
der darin befmdlicken Korper nennen wollen. Dann muss 
das Feld damals auf ein etwa hineingebrachtes Solenoid 
oder Stromelement gar keine Kraft ausgeiibt baben; es 
miissen also die Differentialquotienten von F } G, JS nacb 
alien Coordinaten gleicb 0 gewesen sein, denn diese Diffe- 
rentialquotienten multiplicirt mit der Stromintensitat und 
Projection des Stromelementes liefern die Kraffce, welcbe 
das Feld auf das Stromelement ausiibt, mit Ausscbluss der 
Wirkung des bineingebracbten Stromes auf sicb selbst; 
daher muss zur in Rede stehenden Zeit 0 = d0:dt = o 
gewesen sein. Haben seit dieser Zeit an einem Punkte des 
Feldes niemals elektromotoriscbe Kraffce gewirkt, so baben 
seit dem die Gleicbungen 67, 68 bis 70 gegolten. Daber 
miissen in der letzten dieser Gleicbungen die Constanten 
G 1 und C 2 und daber aucb 

71) 0 = o 

sein. Diese Gleicbung bort jedocb in dem Momente, wo 
im betracbteten Punkte selbst galvaniscbe Elemente, tbermo- 
elektromotoriscbe oder reibungselektromotoriscbe Kraffce tba- 
tig sind, zu gelten auf. 

88. Bebufs leicbterer Uebersicbt, sowobl flir das fol- 
gende als aucb flir die Lecture der Originalabbandlungen 
will ich bier die Vektoren und Componenten der verscbie- 
denen Grossen, die Constanten sowie die wicbtigsten Glei¬ 
cbungen zusammenstellen: 


Veit. Comp. 

Elektromagn. Moment % F,G,H 
Magnetische Induktion 93 a. b, c 
Totaler elektr. Strom (£ u, v, w 
Dielektr. Polarisation % f, g, h 
Elektromotor. Kraft © P, Q,B 
Magnetiscbe Kraft' § a, ft y 
Galv. geleitet. Strom $ p, q, r 


DielektrisirungszaH (Dielektrici- 
tatsconstante) k. 
Magnetisirungszahl /z. 

Specifisehes Leitungsvermogen G. 
Elektrost. Potentialfunktion yj. 
Magnet. Potentialfunktion <p. 
Magnetismusmenge m. 

Elektriscbe Volumdicbte e. 
Elektriscbe FlScbendicbte y. 

6 * 


Zusamm 

stdlung 

Vektore 
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Recapitula¬ 
tion der 
GleieJiungen . 


Folgendes sind femer die wichtigsten Gleichungen: 

1. Fundamentalgleichungen zwischen den Grossen, 
welche die Bescliaffenheit des Feldes definiren: 


A. 

40) 


B. 

53) 


C. 

00 ) 


D. 

64) 


a — 


b = 


8H 
8y 
d_F 
d%~ 
d G 
d<c " 


sa 

dx 

6H 9 

dx 

dF 

By 


Be 
dy 
d a 
d X 

db m 

dx 


Bb 
dx 
d c 
dx 
d a 
dy 


dir 

d t 
dO\ 


4:7ZpLU = 

4 TtfJbV = 

4nf= k |X 2 

inh.t 

M*-3) 


B'. 

54) 


O'. 

68 ) 


D'. 

67) 


4 7tu — ~ (— 

dy \y 


4 711) = 


4 nw 


_d_ 
d% 
d 

d % \ [i) dx 

A f M __ ± 

dx\y) By 

dF 
d t 
dO 
d~t 
dE 
dt 


£) 

( 7 > 

(I) 


4.7tf= — k 

Ang ~ — k 
4.7th =■ — h 


p — — G 

? = - O 
r = — G 


dF 

dt 

dQ 

dt 

dE 

dt 


E. 63. u = p + 


dt’ 7 + dt’ 


2. Folgegleichungen derselben: 


w ■ 


, dh 
r + di- 


65) 

66 ) 
69) 


a. 


b. 


c. 


d djx d< b d o 

dx dy dx 

^du dv dw 

^ dx dy dx 

q^ dF dQ dE 
dx dy ‘ dx 


71) c'. 0 = o. 


J( Sf ';/$£&# V ‘ t*J4l , '-ft* 
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3. 

61) a. 
31) /?. 

28) y. 


Gleichungen zur Bestimmung von Hilfsbegriffen: 
cUJ= 2 ndrifz+g* +h*):k, 




j, dJ(ds) 

~w~ > 


L(s) = 


dJ(s) 

dt 


W, 


41) 8 / J{s) = fJ(ds) =f(Fdx + Gdy + II dz) = 

‘ | =fJ(dx)=*fldX + bdii + edv), 


51) 


u = MZ' cos (Z' ; x) 
v = MV cos (V, y) 
w = MV cos (l'j %) 


47) 

48) 

£• 


X = — on a 

Z = — one 


= — m 


— m 


$9 

5a? 

$9 

CZ9 


89. Bs soil nun das Feld durch einen einzigen Sole- 
noidpol N' von der Intensitat on' erzeugt sein, welcher sich 
in einem homogenen Medium befindet, wahrend der andere 
Pol des Solenoids unendlich entfernt ist. Dann ist iiberall 
ini Felde u = v = w = 0. Es folgt also aus den Gleichungen 
53 (jB), dass a, b, o die partiellen Differentialquotienten einer 
Funktion <p sind. Dieselbe hangt, da Wirkung gleich Gegen- 
wirkung ist und wir daber alles in Art. 79 Gesagte auch hier 
anwenden diirfen, nur von dem Punkte des Raumes ab, wo 
sich der Solenoidpol befindet, nicht aber yon der Richtung und 
Lage der Mittellinie des Solenoids. Denn wenn wir an den 
Pol N' den Siidpol eines zweiten Solenoides von gleicher In¬ 
tensitat anlegen, so ist die Summe der <p fur beide Solenoide 
zusammen stets gleich Null, wie immer bei unveranderter 
Lage des zweiten Solenoides die Richtung und Gestalt des 
ersten sich andern mag Der Werth des <p : der yon dem 
ersten Solenoid allein herruhrt, in einem Aufpunkte P 
ist daher fur jede Gestalt und Lage desselben gleich dem 
ganz day on unabhangigen negatiyen Werthe des go fiir das 
zweite Solenoid, woraus folgt, dass er nur Funktion der 
Entfernung PJST = r des Aufpunktes yom Solenoidpol sein 
kann. Denn ware er irgendwie yon der Richtung die- 
ser Geraden abhangig, so miisste er sich andern, wenn r 
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seine Lage gegen das (erste) Solenoid anderte nnd miisste 
sicli daker auch umgekekrt in derselben Weise andern, 
wenn die gleiche relative Lageanderung bei unverander- 
ter Lage von r durch Aenderung der Lage des Sole- 
noides eintreten wixrde. Letzteres widerspricbt aber dem 
vorher Bewiesenen. Da m' der Stromintensitat * im Sole- 
noide proportional ist, cp aber seiner Definition gemass nur 
Glieder entkalt, welche ebenfalls dieser Stromintensitat pro¬ 
portional sind, so konnen wir also setzen: 

cp = m' f(r). 

Die Gleickung 65 (a des Art. 88) liefert aber sofort: 

&f(r) dYW __ 

dx 2 dy 2 dx 2 7 

woraus bekanntlich folgt: 

m = %+c r 

Dadnrcb ist das Feld vollstandig definirt. Es werde nun 
die Wirkung des Feldes auf einen Nordpol N eines zweiten 
Solenoides berecknet, der nach dem Punkte P gebracht 
wird. Dem Sinne unserer Formeln gemass, die immer die 
Wirkung eines bestimmten Feldes auf einen bestimmten 
Aufstrom mit Aussckluss der Wirkung des letzteren auf 
sich selbst geben, ist dabei der zweite Nordpol nicbt mit 
zum Felde zu recknen. Nack den Formeln 47 (£ des Art. 88) 
wirkt dann auf den zweiten Nordpol eine Kraft von der 
*) Intensitat mmC x \r 3 in der Ricktung der Verbindungs- 
linien beider Pole. 

Parallel entgegengesetzte Strome in der Entfernung Null 
keben einander auf. Da muss also das C entkaltende Glied 
der Gleickung 11, Art. 37, negativ sein, urn die iibrigen 
wesentlick positiven aufheben zu konnen; daker muss auck 
das Moment des einen Stromes auf den anderen negativ sein, 
wenn fur den letzteren die Ricktung, in der er wirklick 
durckstromt wird, zu Grunde gelegt wird. Da dieses Mo¬ 
ment bei grosser Entfernung der beiden Strome Null ist, 
muss dessen Differentialquotient nack der Entfernung (letz- 
tere wacksend gedackt) positiv sein. Daker ist die Kraft, 
welcke von aussen wirken muss, urn die Entfernung ent- 
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gegengesetzter paralleler Strome constant zu erhalten, ne¬ 
gative d. h. sie wirkt dem Wachsthume der Entfernung 
entgegen oder die Strome stossen sich ab. Da zwei un- 
mittelbar aneinanderstossende gleicbnamige Solenoidpole 
ebenfalls entgegengesetzte Strome enthalten, was man am 
besten sieht, wenn die Mittellinien sich continnirlich fort- 
setzen, so miissen auch diese sich abstossen. Dass obiger 
Ausdruck fur die Wechselwirkung zweier Solenoidpole sein 
Zeichen wechselt, wenn einer der Pole ein entgegengesetzter 
ist, sieht man sofort. 

Fassen wir Stahlmagnete als Korper auf, in denen 
urn jedes Molekiil ein Elementarstrom fliesst, so ist der 
Beweis auch fur Magnetpole geliefert. Nur der Einfluss 
etwaiger Veranderlichkeit der Constante von welcher die 
magnetische Induktionswirkung abhangt, kann erst studirt 
werden, wenn man die Grenzbedingungen fiir Flachen kennt, 
wo zwei verschiedene Korper aneinanderstossen. 

90. Es sei nun das Feld durch einen nahezu linearen 
Strom von der Gesammtintensitat i und beliebiger geschlos- 
sener Mittellinie erzeugt. Dann sind bloss im Innem des 
stromfuhrenden Drahtes u, v, w von Null verschieden. Im 
gesammten iibrigen Raume sind diese Grossen gleich Null. 

Urn die Aufstellung besonderer Gleichungen fiir die 
Oberflache des Leiters unnothig zu machen, setzen wir ^ 
innerhalb und ausserhalb desselben gleich voraus. Substi- 
tuiren wir in die erste der Gleichungen 53 (£) fiir b und c 
ihre Werthe aus den Gleichungen 40 (A), so erhalten wir: 

, d® H 

-4 npu^AF--^, ^ 

wobei A das Symbol fiir 

JA_ , JP_' 

dx* + d y* + dx? 

ist. Vermoge der GUeichung 71 (o') folgt also: 

72) , — i7ifjbu = AF. 

Um die Gleichung 71 unbedenklich anwenden zu konnen 
miissen wir annehmen, dass die Stelle, wo sich die strom- 
erzeugende galvanische Batterie befmdet, etwas weiter ent- 
femt ist, so dass nicht diese selbst, sondern bloss die in 
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der Drahtleitung circulirenden elektrisclien Strome clas Feld 
bestimmen, oder wir mils sen annelimen, dass auck die Bat- 
terie selbst den Zustand des Feldes nicht weiter modificirt, 
als dies durch die darin enthaltenen elektrisclien Strome 
bedingt ist, was keine Consequenz unserer Gleickungen ist. 
Ferner sei nocb folgende Bemerkung beigefiigt: Die An- 
nakme, dass in der denLeiter nmgebendenLuft u = v=w = o 
ist, wird bloss erfullt sein, wenn die Stromung ini Leiter 
stationar ist oder sicli dock nur sekr langsam mit der Zeit 
andert, so dass sie wakrend jedes Zeitmomentes als sta¬ 
tionar betracktet werden darf. Sonst entsteken in der um- 
gebenden Lnft dielektriscke Polarisationen, deren bestan- 
dige Veranderung bewirkt, dass auck in der Lnft u, v, w 
von Null versckieden sind. Da sick aber diese dielektri- 
scken Polarisationen wellenformig mit der Gesckwindigkeit 
desLichtes ansbreiten, so kommen sie in alien Experimenten 
liber Elektrodynamik nnd Induction nickt in Betrackt mit 
Ausnahme der in der neuesten Zeit nack der Methode von 
Hertz angestellten. 

Unter alien diesen Annakmen ist also F eine Funktion, 
welcke im Innern des Leitungsdraktes der Gleickung ge- 
ntigt: 

72) A F = — 4:% fiu, 

in der umgebenden Luft iiberall die Gleichung AF — o er¬ 
fullt und im Unendlicken jedenfalls versckwindet, da ja 
dort das Feld neutral sein muss. (Eine zu F kinzutretende 
reine, d. k. von x, y, t unabkangige Constante wiirde 
ubrigens nirgends in unsere Gleickungen eingeken.) 
ichungen Wir wissen, dass, wenn dr ein Volumelement im 
Stromung Innern des Leitungsdraktes ist und die Integration uber 
dessen ganzes Innere erstreckt wird, diese Gleickungen 
nickt anders erfullt werden konnen, als wenn der Wertk 
von F in irgend einem Aufpunkte P durck die Gleickung 
gegeben ist: F ^ ^ judv ? 

wobei r die Entfernung des Aufpunktes P vom betreffenden 
Volumelemente dr ist. Integriren wir dieselben Gleickungen 
AF=o und 72 nack derselben Metkode fur den Fall, 
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dass ausgedehnte Korper in beliebiger Weise raumlich von 
Elektricitat durchstromt werden, so erhalten wir, wie man 
leicht sieht, die Gleichungen, welche Kirchhoff, Helm¬ 
holtz etc. 1 ) fur die G-esetze der Induction in raumlich aus- 
gedehnten Korpern fanden, natiirlich mit den speciellen 
der MaxwelPschen Theorie eigenen Werthen der Con- 
stanten, welche Longitudinalschwingungen ausschliessen. 

Wir wahlen als Volumelement dr wiederum einen Cy¬ 
linder, dessen Axe ds parallel der Stromrichtung ist und 
dessen Querschnitt den Flacheninhalt dq hat. Es ist dann 
nach den Gleichungen 51 («): 

u = ifZ'cos (l' } x), 

daher: 

F=ft Ml' cob (l', 4 

MV dq, liber den ganzen Querschnitt des Leitungsdrahtes 
integrirt, liefert die gesammte Stromintensitat i. Zahlen 
wir ausserdem noch die positive 
Richtung des Elementes ds in 
dem Sinne, in welchem der 
Strom fliesst, und bezeichnen 
die Cosinus der Winkel, welche 
ds, daher auch l\ mit den Co- 
ordinatenaxen bildet, mit a, (3, 
y, Fig. 25, so ist: 

to . roeds 

Ebenso ergiebt sich: 

0 = ■ 

Hierdurch ist das Fold vollstandig bestimmt und wir denken 
uns zunachst in don Aufpunkt P mit den Coordinaten x, 
y, % einen Solenoidpol von der Intensitat m gebracht (Fig. 25). 
Dann sind die Componenten der Kraft, welche im Felde auf 
diesen Solenoidpol wirken, nach den Gleichungen 48 (£ des 
Art. 88): 

f *) Kirchhoff, Wiod. Arm. Bd. 100, S. 193 und 351, Bd. 102, 
S. 529, 1857 ; Helmholtz, Borchardt’s Journal Bd. 72, S. 57, 1870. 
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X = — ma, Y = — mb, Z = — mo. 

Nacb den Gleicbungen 40 (J.) ist: 

l a = H = (*-*0 - r(2/-2/')l 

= f^iPy-YX), 

wobei x, y', %' die Coordinaten des Elementes und <jp, /, y 
die Cosinns der Winkel sind, welcbe die positive (von ds 
gegen P gezogene) Ricbtung von r mit den positiven Coor- 
dinatenaxen bildet. 

Nnn ist nacb bekannten Regeln der analytischen Geo¬ 
metric: 

£2 = ]/(//—/S^) 2 + {ci'ip—y(p) 2 + (/9qp — ax) 2 = s i n {ds, r ) 
ftty—yz = 42cos(w, ic). 

Hier bedentet n die Ricbtung, welche auf ds und r senk- 
recbt stebt und deren Sinn, da Q also aucb sin (ds, r) 
immer positiv betracbtet wird, so zu nebmen ist, dass die 
Drebung der positiven c£$-Ricbtung in die positive r-Ricb- 
tung auf kiirzestem Wege weinwendig gegen die positive 
^-Ricbtung gescbiebt. Man uberzeugt sicb hiervon, wenn 
man ds mit der a;-Axe, r mit der y -Axe und n mit der 
z-Ajte zusammenfallen lasst. Mit Hilfe der zuletzt ent- 
wickelten Gleicbungen ergiebt sich: 

/ ds • 

si n(ds, r) cos (n, x) 

Analoge Formeln gelten fiir Y und Z. Da dies die Krafte 
sind, welcbe von aussen wirken miissen, um den Solenoid- 
pol in Rube zu erbalten, so ist die Kraft, welcbe der Strom 
auf den Solenoidpol auszuiiben scbeint, gerade so gross, 
als ob jedes Element des Stromes auf denselben die Kraft 

fimids sin (ds, r) 

J2a 

in der Ricbtung n ausuben wurde. Beziiglicb der Ueber- 
tragung auf Magnetpole gilt wieder das am Ende des vo- 
rigen Abscbnittes iiber das Coulomb’scbe Gesetz Gesagte. 
Gesetz fur 91. Wir betraehten genau dasselbe Feld, wie im vo- 

dl \kn ‘ ,lc ~ rigen Abschnitte. Der Aufstrom soil aber jetzt ein zweiter, 
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nahezu linearer Stromkreis von beliebiger geschlossener 
Mittellinie sein. Es empfiehlt sich jetzt, die Intensitat in 
dem ersten Strome, welcher das Feld erzeugt, mit % , ein 
Element desselben mit ds' und dessen Richtungscosinus 
mit a, /?', y' zu bezeichnen, so dass in einem Aufpunkte 
P mit den Coordinaten x, y, % die Componenten des Mo- 
mentenvektors die Werthe haben: 

™ pa'ds' n ds' rr . f ry'ds' 

F=^J— F -’ G = (n 

wobei natiirlicb r wieder die Entfernung des Elementes ds 
yom Aufpunkte P bezeicbnet. Der Sinn aller G-rossen ist 
der fruher definirte; x', y', %' sollen die Coordinaten des 
Elementes ds' sein. 

Dagegen soil i die Intensitat im Aufstrome und ds 
soli das Element desselben sein, das sich im Aufpunkte P 
befindet. Die Co¬ 
ordinaten dieses Ele¬ 
mentes sollen mit x, 
y, seine Richtungs- • 
cosinus mit a, ft, ^ 
y, seine Projectio- ^ 
nen auf die drei Co- 
ordinatenaxen mit , 
dx ; dy, d% bezeicbnet 
werden (Fig. 26). ^ 

Das Moment des* 

Elementes ds setzt 
sich nach Formel 
41 (§ Art. 88) aus den Momenten der Projectionen zusam- 
men und ist daher: 

J(ds) = Fdx + Qdy + Hd% = ds(Fcc G (i +• Cy), 
das Moment des ganzen Aufstromes aber ist: 

J{s) = fds{Fa + Q0 + Ey). 

Substituirt man fur F, G, E die obigen Werthe und be- 
zeichnet den Cosinus des Winkels der beiden Stromelemente 
ds und ds' mit 

a = acc' + (3(J r + yy' 1 

so wird also; 
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73) J{s) = fii'J . 

Nach Gleichung 28 (y Art. 88) ist somit die im Aufstrome 
inducirte elektromotorische Kraft gleich 


74) 


d ., r n<j ds ds' 

vrt'JJ-T-’ 


was mit den bekannten Gesetzen der Induktion iiberein- 
stimmt. Wir haben also die Abhangigkeit des wechsel- 
seitigen Indnktionscoefficienten yon den Dimensionen der 
beiden Stromleiter gefunden, denn wir sind jetzt wieder zu 
dem in der vierten und funften Vorlesung bebandelten Falle 
der "Wechselwirkung zweier gescblossener Strome zuriickge- 
kelirt und sahenscbon in der siebentenVorlesung(Schluss des 
Art. 64), dass unsere jetzigenGrossen/($), i, i' genau dasselbe 
sind, was dort mit GV v l\, 1' 2 bezeichnet wurde. Da ferner die 
beiden Selbstinduktionscoefficienten A und B nach der be- 
kannten Methode gefunden werden konnen, dass man unter 
ds und ds' zwei Elemente eines und desselben Stromleiters 
yersteht und dann nock durck zwei dividirt, so ist kierdurck 
die notkwendige Erganzung der Gleickungen 16, Art. 48, 
geliefert. 
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ben bei 92. Die Gleickung 78 liefert auck die ponderoinotoriscken 
■ Lineare.n Krafte, welcke der das Feld bestimmende Strom auf den 
bonis, Aufstrom ausixbt. Wir kaben namlich nack der Gleichung 31 
{§ in Art. 88) fur die ponderomotorische Kraft, welcke auf 
ii'gend einen Parameter k durck das Feld (nickt die Wirkung 
des Aufstroms auf sick selbst) ausgeiibt wird: 

~ l IF* 

Die gesammte Arbeit aber, welcke geleistet wird, wenn 
jeder Parameter eine Variation Sk erfahrt, ist nach Glei¬ 
ckung 82 Art. 69; 
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2 m r M4 

Es ist nicht nothwendig, den Querschnitt des Auf- 
stroms nochmals in einzelne Querschnittselemente zu zer- 
legen; wir betrachten daher den Querschnitt als Ganzes 
und V ist die gesammte Stromintensitat i. Wir konnten 
den Aufstrom parallel zu sich selbst in der Richtung der 
drei Coordinatenaxen um Sx, resp. Sy und Sz verschieben. 
Wiirde dabei J(s) um S X J, S y J, S Z J wachsen, so waren die 
Quotienten: S X J: Sx, S y J: Sy, S s J : Sz die drei Krafte, welche 
auf den Aufstrom als Ganzes in den drei Coordinatenrich- 
tungen wirkten. Allein damit waren nicht die Drehmomente, 
welche er erfahrt, ebensowenig die Krafte, welche sich seiner 
Gestaltveranderung entgegensetzen, gefunden. 

Um das Problem daher allgemein zu losen, miissen 
wir jedem Elemente ds des Aufstroms drei von einander un- 
abhangige Verschiebungen Sx, Sy, Sz in den drei Coordi- 
natenrichtungen ertheilen, wobei wir bloss, um Gleitstellen 
zu vermeiden, die Gesammtlange s =Jds als unveranderlich 
betrachten. Wir konnen dann ds unvariirt lassen. Dann 
ist also die gesammte Arbeit: 

75) - r - 

Der andere Stromkreis s' bleibt dabei selbstverstandlich 
ganz unvcrandert. Nehmen wir an, die gesammte Wirkung, 
welche der Stromkreis s erfahrt, konnte dadurch ersetzt 
werden, dass auf jedes Element ds eine Kraft wirkte, welche 
nach den drei Coordinatenaxen die Componenten dX, dY, 
dZ hat, so miisste diese Arbeit gleich: 

76) f{dXSx + dYSy + dZSz) 

sein. Die Gleichsetzung beider Ausdriicke liefert mit Rtick- 
sicht darauf, dass alle Sx, Sy, Sz unabhangig sind, die 
Krafte dX, dY, dZ. 

Bezeichnen wir das Doppelintegral im Ausdruck 75 
mit Z), so ist: 

77) 8D =fjdsds'~°? r -+ffdsds'^ ■ 


Ableitui 

Amphre’ 

Geae,t 
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Driickt man r durch x, y, z, x', y\ %' aus, so wird das 
erste Glied gleich einer Summe dreier Glieder E x + F 2 
+ jE 7 3 , wobei: 

E x =Jfdsd s '- ^~ x ''U Sx 


und F 2 und F 3 hieraus durch cyklische Vertauschung von 
x, y, % gefunden werden. Ferner findet man leicht: 



dx 

/ 

dx' 


X — x' _ 

dr 

dr 

a = 

= fa’ 

a — 

ds ' J 

<p 

r 

dx 

IF’ 


^ N 

ii 

/?' = 

dy' 

: ds '’ 

X 

il 

^ 1 

il 

ii 

•sis 

dr 

dy'’ 


d% 

/ 

dx' 


£ — %' __ 

dr 

dr 

7 = 

~ Is ’ 

Y = 

: ds'’ 

r 

dx 

dx'’ 



dx 
G ~~ ds 

dx' dy dy' 

ds' * ds ds' 

dx dx' 
ds ds' 7 



wobei 

cc 7 

r\ d, p, 

/; <p, 

x, V J 

die Richtungscosinus von 


ds, ds' } r sind (s. Fig. 26 Art. 91). Es ist wohl zu beachten, 
dass man bei Differentiation nacb s' nur auf der Curve s' 
fortschreitet, daher x, y, z constant bleiben; bei der nacb 5 
und bei der durcb § angezeigten Variation dagegen bleibt x' 7 
y\ %' unverandert. Hiernacb ist auch das letzte Glied der 
Gleicbung 77 eine Summe + F 2 + F 3 , wobei wieder F % 
und F s durch cyklische Vertauschung aus F x entstehen und: 

j-j CCdsds' dx' $dx CCdsds' dx'dr ^ 

” JJ J J ^ 

ist, wie die partielle Integration nacb s lehrt, da ja bei 
einer geschlossenen Curve die Ausdriicke fiir beide Inte- 
grationsgrenzen sich aufheben. 

Das letzte Integral findet man leicht folgendermaassen. 
Es ist identiscb: 

d (x x' c2r\ 1 dx' dr ^x — x' dr dr 

ds' \ r % ds J r* ds'ds r 8 ds ds' 

, x — x' d?r 
H ds ds' 

und da die linke Seite liber eine geschlossene Curve in- 
tegrirt verschwindet, folgt: 


ds' dx' dr 


dr dr 


d*r \ x — x' 
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Nun ist wegen r 2 = (x — x') 2 + (y — y') 2 + (% — z') 2 : 


r 


dr 

ds 


(x-x')~ + (Jf — y 1 ) 


dy 

ds 


+ (% — % ) 


d% 

ds 




wobei q der Cosinus des Winkels zwischen ds und der von 
ds' gegen ds gezogenen r-Richtung ist. Differentiirt man 
nochmal, indem man auf der Curve s f um ds' fortschreitet, 
so wird: 


d 2 r 
9 ds ds' 


dr dr 
ds ds' 


dx dx' 
ds ds' 


dy dy' d% d%' 
ds ds' ds ds' 


a. 


Die rechte Seite der Gleichung 78 geht daher iiber in: 



o dr^ dr 

6 Js1i' i 


x — x' 


und da man, wenn q' der Cosinus des Winkels zwischen 
tfs'und der von ds' nach ds gezogenen r-Richtung ist, ana¬ 
log mit dem fur () gefundenen Werthe hat dr : ds' = — q' 7 
so liefert die Gleichung 78: 




Multiplicirt man diese Grleichung mit dsSx , integrirt 
nach s 7 so erhalt man F 1 ] addirt man noch J W 1 dazu, so 
folgt unter Reriicksichtigung der fiir E x und F x gefundenen 
Werthe: 


JE 1 + F x = ffds ds' (3ee'-2o) Sx. 

Der Gesammtwerth von SD entsteht, wenn man hierzu 
noch E 2 + F 2 und E s + F z addirt, welche hieraus durch 
cyklische Vertauschung von x 7 y 7 % entstehen und daher 
bloss dy und 8% enthalten. Setzt man die Summe dieser 
Ausdrucke in 75 ein und das Resultat dem Ausdrucke 76 
gleich, und vergleicht hloss die 8x enthaltenden Glieder? 
so folgt also: 

dX= [lii'ds fds' (2 <y - 3 p ?') 

= pii' dsj* (2 <r — 3(>q') cos (r, x). 

Ganz analoge Ausdrucke ergeben sick fiir d 7 und dZ. 
Dies sind dem Sinne unserer Gleicbungen nach die JKrafte, 
welche von aussen wirken miissen, um den Aufstrom in Kuhe 
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zu erhalten. Alle ins Spiel tomxnenden Krafte werden also 
erklart, wenn man annimmt, dass je zwei Stromelemente ds 
und ds' in der Richtung ihrer Verbindungslinie eine schein- 
bare Anziehung von der Starke: 

79 ) pii'tigLpa - 3 ^') 

anf einander ausiiben, worm man das allbekannte Am¬ 
pere ? sche Gesetz wieder erkennt. 

SSeir- Dazu kommt noch, dass unsere Gleichungen auch, wie 
'mtimo- m an obne Scbwierigkeit erkennt, die Gesetze der Stromver- 
zweigung und stationaren Stromung in Flachen und Korpern 
und wie wir in der nachsten Vorlesung seben werden, dazu 
noch die gesammte Elektrostatik obne neue Hypothesen 
liefern. Vergleicbt man daber unsere Metbode mit der 
Ampere’s und seiner Nachfolger, so muss man gestehen, dass 
Maxwell aus minder zablreichen und natiirlicberen Hypo¬ 
tbesen eine grossere Fiille von Resultaten gewinnt, dass also 
aucb scbon von diesem Gesichtspunkte allein die Maxwell’- 
scbe Tbeorie der alten vorzuzieben ware. Aber sie bat noch 
grossere Vorziige. Erstens baben ibre Gleichungen eine weit 
einfacbere und naturgemassere Form. Links stebt daselbst 
immer der Differentialquotient einer Grosse nacb der Zeit, 
recbts Funktionen der augenblicklichen Werthe der Grossen. 
Sie geben uns also ein klares Bild, wie durcb die augen- 
blicklichen Werthe die Veranderungen jeder Grosse bestimmt 
sind, wabrend die alten Gleichungen vollkommen ungeordnet 
und daher aucb viel unbequemer fur die Berecbnung aller 
Probleme sind, ausser derjenigen, fur welche sie speciell 
zugeschnitten wurden. 

Zweitens sahen wir aber, dass die alten Gleichungen 
nur fur stationare oder wenigstens nahe stationare Elektri- 
citatsstromung gelten. Bei sebr rascbem Wechsel der 
Stromintensitat gelten ganz andere Gesetze, zu denen wir 
in Art. 94 ubergehen werden. Urn bier nur ein Beispiel zu 
erwahnen, wiirde ein momentan in einem Draht oder Drabt- 
elemente entstandener Strom auf einen zweiten so lange gar 
nicht wirken, bis nicbt die mit der Lichtgeschwindigkeit 
von ibm ausgebenden elektrischen Wellen den zweiten Strom 
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erreicbt baben und aucb dann wiirde die Wirkung in den 
ersten Momenten noeh viel complicirteren Gesetzen folgen. 
bis der Zustand stationar geworden ist, wo dann erst das 
Ampere’scbe Gesetz gilt. 1 ) 

93. Wir kommen nun wieder auf die Betrachtnngen 
des Artikels 42 zuriick. Wir definirten dort die (mag¬ 
net! sell) gemessene Stromintensitat eins als diejenige, welehe 
einen unendlichen geraden Dralit durcbfliessend auf die 
Langeneinbeit eines zweiten vollkommen gleicben, gleicb- 
durcbstromten, parallelen, in der Distanz eins befindlicben 
Drabt die Kraft 2 ausiibt. Wir fanden dies, indem wir 
die Anziehimg zweier Stromelemente gleicb: 


setzten. Wir konnen aucb umgekebrt sebliessen, dass das 
Ampere’scbe Gesetz, wenn wir im betreffenden Medium 
die Stromstarke so definiren, diese Form baben, also: 

79) (i=l 

sein muss. 


94. Wir geben nun zur Betracbtung derjenigen Gruppe 
von Erscbeinungen iiber, welcbe den Gegensatz zu den 
bisber betraebteten bilden, namlicb zu dem Verlaufe der 
mit der Lichtgescbwindigkeit sieb ausbreitenden elektriseben 
Gleichgewicbtsstorungen, welcbe ebenso gut in Nicbtleitem, 
wie in Leitern, ja in ersteren weit ausgiebiger, weil niebt 
gedampft, auftreten. Um die Tbeorie dieser neuen Gruppe 
specieller Falle aus unseren allgemeinen Gleicbungen ber- 
zuleiten, verfabren wir wie folgt. 

Wir sebliessen wieder die Betracbtung derjenigen Stellen, 
wo gerade elektromotorisebet Krafte tbatig sind, aus. Wir 
baben dann im bomogenen Medium die Gleicbungen 68 ? 
67 und 71 (. BC' y D' und d in Art. 88) anzuwenden. 

Die Substitution derWertbe 40(A) in die erste der Glei¬ 
cbungen 53 (B) liefert uns unter Beriicksicbtigung der Glei- 


0 Ueber einen etwas ver&teckteren Vorzug der Maxwell’scben 
Theorie vergl. Hertz, Wied. Ann. Bd. 23, S. 84, 1884. 

Boltzmann, Yorlesungen. 7 


(x im Stan¬ 
dard- 
Medium. 


Allgemeine 
Grleichungen 
fur tlektri- 
eche Schtrin- 
gungen. 
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chung 69 und 71 (e raid d) genau wie in der vorigen Vor- 
lesung Art. 90 die schon dort gefundene Gleichung: . 


72) 47C[i.u= — AF. 

Nach den Gleiehungen 63, 68 nnd 69 (E, C', IX) aber ist, 
wie wir schon in Art. 87 unmittelbar nach Ableitnng der 
Gleichung 68 fanden: 


6S a ) 


, df 

u= P+dt = 


r d Z- 

0 dt 


h_ tPF 
4n dt 2 


Dies in Gleichung 72 substituirt liefert uns zunachst 
die Gleichung fur die Wellen der Grosse F: 

7 <PF , . n dF d?F ,<PF d*F 

8 °) P k -d¥+ 4 a P G dt = d^ + W + ^' 


Es ist bequem f einzufiihren, indem man mit Jc multi¬ 
plicirt, dann nochmals nach t differentiirt nnd fur TcdF:dt 
seinen Werth aus den Gleichungen 68 (C") substituirt. Dies 
liefert: 


81) 




dY , dY, 

dx* ~ r dy 2 


d?f 

d%*' 


Dieselbe Grleichung nur p oder u flir f substituirt (wir 
wollen sie die Gleichungen 82 und 83 nennen und bebufs 
Raumersparniss gar nicht anschreiben), erhalt man iibrigens 
aus 80, die erste wenn man mit C multiplicirt, nach t diffe¬ 
rentiirt und die Gleichungen 67 (I/) beachtet, diezweite allge- 
meinste folgendermaassen: A) man multiplicirt die Gleichung 
80 mit 0 und differentiirt einmal nach t, B) man multiplicirt 
dieselbe Gleichung mit k : 4^ und differentiirt zweimal nach 
t, C) man addirt beide Resultate, D) man beriicksichtigt die 
Gleichung 68, 67, 63 (O', B', E). Dass jede dieser Glei- 
chungen ihr Analogon fur die y - und &-Axe hat, bedarf 
kaum der Erwahnung. 

Fur u, v 7 w und F 7 G, R hatten wir die Gleichungen: 


du . dv . dw __ ^ 
dx dy d% 


71 / /\ dF . dG dH y-. 

71 ^ di + Ji+d^ = 0 - 

Die beiden analogen Gleichungen fiir f, g, h und p , 
q, r finden wir, wenn wir die letzte Gleichung nach t diffe- 
rentiiren und einmal mit k, das andere Mai mit' C multi- 

n) 

i - | i J'Iul, ft &Cu~ 0b AC ^ ^ ^ At 

Pr k iF +w ^F = ^ 
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pliciren; das erste Mai baben wir dann nocb die Wertbe 
68(0'), das zweite Mai die 67(2)') zu substituiren und er- 
balten: 


84) 

85) 


df , dg dik _ 0 
dx ‘ dy dx 

dx ' dy d% 


Dass die Gleichungen 80, 81, 82 und 83 den allge- 
meinsten Fall einer Wellenbewegung mit Dispersion (ver- 
scbiedener Fortpflanzungsgescbwindigkeit fur verscbiedene 
Schwingungsdauer) und Absorption (Abnahme der Amplitude 
wabrend der Fortpflanzung) darstellen, ist bekannt. 

Die Gleicbungen 66, 71, 84 und 85 zeigen, dass die 
Wellenbewegung transversal ist. In der That, betrachten 
wir zuerst Planwellen, die in der Ricbtung der #-Axe fort- 
scbreiten, setzen wir also voraus, dass sammtlicbe Grossen 
nur Funktionen von % und t sind, so liefera die Gleicbungen 
66, 71, 84 und 85: 

Bh __ Bio dr 8H ~ 

6% ~~ dx d% dx 

Andere Coordinaten, als die ^-Coordinaten sollen aber 
in diesen Ausdriicken iiberbaupt nicbt entbalten sein. Be- 
riicksicbtigt man dies bei Betrachtung der Gleicbungen 80 
bis 83, so findet man aus diesen Gleicbungen, wie wir es 
in Artikel 87 fur 0 bewiesen, dass Iiberbaupt k = w — r 
= H—0 sein muss. Weder Stromung nocb dielektriscbe 
Polarisation noch elektriscbe Xraft konnen also eine Com- 
ponente in der Fortpflanzungsricbtung der Wellen baben. 
Sind die Wellen nicbt plan, so konnen sie dock in einem 
sebr kleinen Bezirk im Allgemeinen immer als plan be- 
trachtet werden; sie werden also wieder, etwaige singulare 
Stellen ausgenopamen, in jedem kleinen Bezirke trans¬ 
versal sein. 

Die Componenten in den beiden auf der Fortpflanzungs- 
richtung senkrecbten Ricbtungen sind aber vollkommen un- 
abhangig von einander. Was wir uns immer unter f, g, 
h, p... vorstellen mogen, jedenfalls konnen wir senkrecbt zum 

Strahle Linien aufgetragen denken, deren Langen in jedem 

• 


Die elektri- 
schen Wellen 
sind trans¬ 
versal. 


Lineare , cir¬ 
cular e, ellijp- 
tische Polari¬ 
sation. 
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zungsge- 
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Riditung der 
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gen. 


Augenblicke die Werthe dieser Grossen darstellen. Die 
Endpuiikte dieser Linien werden dann ganz die Bewegungen 
macken, die wir den Aetbertheilcben in linear polarisirten 
Lichtstrahlen zusckreiben. Die Endpunkte der Linien 
aber, welche bei elektriscben Wellen, die in der &~Richtung 
fortschreiten, Grosse und Richtung der Gesammtpolarisation 
]//* 2 + g % oder der Gesammtstromung etc. dar¬ 

stellen, werden sicb ganz so bewegen, wie Aethertbeilchen 
im elliptiscb oder circularpolarisirten Lichte. 

95. Betrachten wir zunachst vollkommene Isolatoren; 
dieselben werden am bequemsten durch die dielektriscben 
Polarisationen /', g, h cliarakterisirt. Da fur dieselben 
0=0, so erbalten wir: 

86 ) k f J 'J^ ==A f’ ^§§ = ^9, k t J 'J^ =All ‘ 

Es sind dies genau, nur in anderer Weise begriindet, 
die Gleichungen, von denen man in der alten Optik aus- 
gebt. Die Theorie aller optiscben Phanomene, die Dioptrik 
(vergl. Kir ebb off 7 s Vorlesungen liber Optik), das Huy¬ 
gens J scbe Princip, die Interferenz-, Beugungs- und Polari- 
sationsersebeinungen konnten also bier gerade so ange- 
scblossen werden, wie man sie in jedem Lehrbucbe der 
Optik findet. Wir wollen nur ein paar Bemerkungen liber 
Planwellen macben, die in der 2 ;-Richtung fortscbreiten. 

Eiir diese folgt aus den Gleicbungen 86), dass f und 
g von einander unabhangige Funktionen von t ± %>~)f gh 
sind. Die Fortpflanzungsgescbwindigkeit ist also fur alle 
Scbwingungsdauern dieselbe und bat den Wertb: 

87 ) v = 1 : Yfik. 


Aus den Gleicbungen 68 (C") folgt: 

4n r 

& — — IT J fdt 

und aus den Gleicbungen 40 (A): 

b = - f-kfW’ 

Analoge Wertbe baben natiirlicb O und a. 


Wenn also: 
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t . ■ (2nt 27ix\ 

f= A sm (- T -rj’ 

<7 = 0 ist, so wird: 

77f 2 Ax /2 7lt 2 tC%/\ /v a 

F =~r 008 g = 0 > 

b = lrF sin (- -rj’ a = 0 - 


Die Schwingungen des Momentenvebtors erfolgen also 
in derselben Ebene wie die der dielektriscben Polarisation 
mit nm r: 4 verscbobener Phase, die Scbwingungen des 
Indubtionsvebtors mit gleicher Phase in derjenigen durch 
den Strahl gezogenen Ebene, welche senbrecht auf der 
Schwingungsebene der friiheren Grossen steht. 1 ) 

96. Wir wollen nun in der Eichtung der s-Axe fort- 
schreitende Planwellen in Halbleitern, oder besser in leiten- 
den Dielebtricis behandeln. Zur Charabteristib derselben be- 
stimmen wir wieder /', g h, woflir jetzt die allgemeinen Glei- 
chungen 81 gelten. Die Methode, wie selbe gelost werden, 
ist bebannt. Man bestimmt ein partibulares Integral, indem 
man setzt: 

2 JT. 

f— Ae 


worm Aj r, §, tj Constante, i = ]/ — 1 ist. Die Substitution 
liefert ohne Weiteres, wenn man mit F 0 = 1 :]/kfjb die Ge- 
schwindigkeit der Wellen in einem Medium bezeichnet, fur 
welches k und g, dieselben Werthe hatten, aber (7=0 ware: 


| 3 =-; 

* r 

2ji 2 


271* 


r; 2 = 


+ 


, ,/'4ti 4 , le^ov* 

+ V T 4 F 0 4 + I 2 

V T* Vo* 


16w 4 "(7V 



Ein reelles partibulares Integrale ist der reelle Theil 
der Exponentielle, welcher liefert: 

- A $ z (27lt \ 

f— Ae cos I—— 4- J . 


l ) Maxwell, treat, on el. vol. II. art. 790. Schaik, Arch, nerl, 
t 21, p. 406, 1886. 
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88 ) 


Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit: 

-+CV* 2 = F - 


2tz 

7JT 


1 


T 2 F 0 2 + ]/ 4 V 0 * 


Fiir kleine Wertte von C wiirde dies liefern: 


,/ Tr v 0 5 cv* 2 

" ' K o 2 

Es ist also die Fortpflanzungsgescbwindigkeit abtangig 
von der Wellenlange oder Sctwingungsdauer; wir haben 
Dispersion. 

Da nur der negative Werth von | ptysikalisch denk- 
baren Grenzbedingungen geniigen kann, sinkt die Amplitude 
in einer Sctictt von der Dicke eins auf das facte, in 
einer Sctictt von der Dicke einer Wellenlange um das 
e~£ Fr fa C ]i e . Fiir kleine G ist: 

| = 2 nCfir Q , | Fr = 2% C(jlV 0 2 t. 

Wir haben also Absorption. 

Freilicb ist das tier gefundene Gesetz der Abbangigkeit 
der Dispersion nictt in Uebereinstimmung mit der Erfatrung. 
Es kann dies anch nictt anders sein, da, wie die Absorp- 
tionsspectra beweisen, tier nictt eine gleicbmassige sctwacte 
Leitungsfabigkeit der ganzen Substanz, sondern eine Ein- 
lagerung kleiner leitender Korpercben in einen Isolator, 
welcbem ganz bestimmte Eigensctwingungen zukommen, 
wirksam sein mnss. Da unsere Gleichungen den Sctwin- 
gungsgleictungen elastiscter Korper ganz analog sind, so 
lasst sict darauf auct eine ganz analoge Absorptions- 
und Dispersionstteorie, wie in der alten Optik, aufbauen 
(s. Literaturiibersictt); doct will ict tier darauf nictt ein- 
geten und begniige micb nactgewiesen zu taben, dass die 
Tteorie scton auf unserem Standpunkte wenigstens qualitativ 
den Zusammentang zwischen Absorption und Dispersion 
wiedergiebt. 

Ict bemerke noch, dass Maxwell eine ganz andere 
Erscheinung, die er auct elektriscte Absorption nennt und 
die ict einmal dielektriscbe Nactwirkung genannt habe, eben- 
falls aus der Annabme erklart, dass in Isolatoren besser 
leitende Partikelcten eingelagert seien. Auch auf diese in- 
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teressante Theorie, welche Lodge d'urch ein sinnreiches 
Modell erlautert 1 ), kann ich hier nicht naher eingehen. 

Fur nicht dielektrisch polarisirbare Leiter, wenn es solche 
iiberhaupt giebt, ware k = f = g~h~0. Wir konnten also 
die Gleichung 81 nicht verwenden. Da aber die Gleichungen 
82 und 83 ganz dieselbe Form haben, so bleibt also auch 
die Integrationsmethode dieselbe; es wird in den vorher- 
gehenden Formeln k — Q, V 0 = oo; p aber tritt an Stelle 
yon /. Die Gleichungen stimmen dann vollstandig mit denen 
iiberein, welche Fourier fiir die Warmeleitung fand; die 
Elektricitat bewegt sich daher in Leitern nach denselben 
Gesetzen wie die geleitete Warme. 2 ) Die Formel 88 liefert 
fur die Fortpflanzungsgeschwindigkeit den Werth: 

V = 1: ]/ tyrr. 

Die Amplitude reducirt sich bei Durchwanderung der 
Langeneinheit auf den e~ 27t ^ Cft ' r f&chen Werth; also, da 
die Wellenlange X = Vt= ]/rTcJi ist, bei Durchwanderung 

einer ganzen Welle auf den e ^fachen Werth. Obwohl 
hier natiirlich X die Wellenlange im betreffenden Medium 
ist, die von der in der Luft total yerschieden sein kann, 
so sieht man doch, dass schon in sehr diinnen Schichten 
die Wellenbewegung Yollkommen erlischt. Wahrend also die 
stationare Stromung sich wesentlich auf das Innere der Leiter 
beschrankt, ist umgekehrt diese Wellenbewegung wesentlich 
auf das Innere der Isolatoren beschrankt und dringt m die 
Leiter kaum ein. Doch scheint die Theorie der Schirm- 
wirkung der Metalle gegen die Hertz’schen Schwingungen 3 ) 
sowie die Anwendung auf Kundt’s Bestimmung der Bre- 
chungsquotienten der Metalle noch grosse Schwierigkeiten 
zu haben. 


x ) Lodge, Phil. mag. December 1876. 

2 ) Maxwell, treatise vol. II. art. 801. 

3 ) Ebendort vol. II. art. 647. 
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97. Wir kommen nun zum scbonsten, aber schwie- 
rigsten Kapitel cler Maxwell’schen Tbeorie, zur Lebre von 
cler statischen Elektricitat. Die alte Elektricitatstbeorie 
macht sich dieselbe leicbt. Sie stellt einfacb die betreffen- 
den Gesetze als Erfahrungsthatsachen an ihre Spitze. Hier 
aber miissen wir sie als letzte Consequenzen aus unseren 
Gleicbnngen ableiten. 

Damit wir iiberhaupt freie Elektricitat erbalten, miissen 
in dem Medium einmal aussere elektromotorische Krafte 
gewirkt haben. Wir mussen daber zunacbst auf die all- 
gemeinen Gleicbungen 60 und 64 zuruckkommen. Wir 
linden zunacbst aus den Gleicbungen 60, 63 und 64 (C, 
D, E): 

ku = kp + k^= k%- kC^r + kGX, 
r dt dt dt 1 

= k¥+4«Cf+kC(X l -X t ). 


Bildet man zwei analoge Gleicbungen fur kv und kw } diffe- 
renzirt die erste partiell nacb x, die zweite partiell naclx y , 
die dritte partiell nacb % und addirt, so erbalt man unter 
Beriicksicbtigung der Gleicbung 66(b): 

89) A £. + 4* 


wobei 

90) 


s = 


dx by b% ? 


und ausserdem im bomogenen Felde: 

s [ dx ^ dy ^ d% \ 

ist. Setzt man ferner: 
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91) 


e = f + p + d s, 

dx dy d% 


so lindet man aus 63 {E)\ 

92 ) + 


l ) Im inhomogenen Felde ergiebt sich: 

, , [dC(X 2 ~X 1 ) 5C?(1 S -A\) dC(Z 2 -Z 1 ) 1 

thT + dy * dx J 



fur 8 und 0 erhalt man in ganz ahnlicher Weise: 

,.d0 . , „d \dk{X t ~X 2 ) , dk(Y t -Y,) , dk{Z x -Z 2 ~\ 

L- J + in 06= C Tt [ -g- + —g-— + ~gj—J 


dp d 
dt dx 


, d*& A „d® 

k-rfi- + inU-jY 

dt 2 dt 


(4) 

-£(■ 


dq d ( k 
dt dy\C 


+ 


dr 
d t 


A (4)1 




4 jf G Fj -f" k 


Hi 

dt 


d 

d % 


[inCZ x + 


k 


dZ 2 \ 

dt) 


d 2 F dk 
dt 2 dx 


. dF 8C A dG dC 
n dt dx n dt dy 
_ d*G dk d 2 H dk 
dt 2 dy dt 2 3a 


, rfiT 30 
77 dt dx 


Die Grleiehung 92 resp. die daraus fur die Trennungsfl5.che eines Lei- 
ters und Nichtleiters folgende versinnlicht Poincare in seiner Elec - 
incite et optique , p. 18, indem er f, g, h als die Componenten der Ver- 
schiebung der Theilchen eines Fluidums (des fluids inducteur) 1 p, q, r 
aber als die Greschwindigkeitseomponenten der Theilchen eines zweiten 
Fluidums auffasst. Die in Kede stehende Grleiehung besagt dann, 
dass aus jedem Volumelemente von dem einen Fluidum ein gleiches 
Volumen ein-, als von dem anderen austritt, dass also beide Fluida 
fur einander undurchdringlich sind. Wir konnen dann nach Hertz’s 
Vorgang 

df dg dh 

dx"^ dy^~ d% 


als die Dichte der wahren, dagegen 


_3_ 

dx 



= 8 /, 


als die Dichte der freien Elektricitat bezeichnen. Fur letztere hat man: 
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98. Aehnlich wie wir schon fiir 0 in Art. 87 die 
Gleichung 70 fanden, folgt aus 89 fur den Fall, dass 
keine ausseren elektromotorischen Krafte wirken, also: 

ist: 


Dichte der 
Elektricitat. 


Letter, Iso¬ 
lator en. 


QO\ ~ i 

s = G 1 e h 

Wir konnen daraus einen ahnlichen Schluss, wie damals 
fur 0, nun auch fiir c ziehen. Falls sich das Medium ein- 
mal in dem neutralen Zustande, wo nirgends weder elek- 
trische, nock magnetiscke Krafte wirkten, befunden hat und 
seitdem in einem Punkte- desselben keine ausseren elektro- 
motorischen Krafte wirksam waren, muss daselbst C x = e = o 
sein. Dies gilt auch, wenn immer X x = X 27 ■*i — Y v 
Z x = Z 2 war, d, h. wenn, wie die elektromotorischen Krafte 
der Induktion, so auch die ausseren elektromotorischen 
Krafte gleichmassig auf die dielektrische Polarisation und 
die galvanische Stromung gewirkt haben. Haben dagegen 
anders beschaffene aussere elektromotorische Krafte gewirkt, 
so kann und wird im Allgemeinen e einen von Null ver- 
schiedenen Werth haben. 

Wir wollen schon jetzt, natxirlich ohne dabei an irgend 
etwas Materielles zu denken, die Grosse € als die Dichte 
der (wahren) Elektricitat im betrachteten Punkte bezeichnen. 
Ist dann dr ein Volumelement, welches diesen Punkt ent- 
halt, so nennen wir edr die gesammte in diesem Volum- 
element enthaltene Elektricitat. 

99. In dem Augenblicke, wo die ausseren elektromo¬ 
torischen Krafte zu wirken aufgehort haben, wird wieder 
die Gleichung 93 gelten, es wird also c in geometrischer 
Progression und zwar um so rascher abnehmen, je grosser 


k^f + 4nCes = 


dt 


T 


-H 


{'T. 


BO ,5 
+ 9 Fi + h d 


-3 


df dk dg dk dh dk\ 
dt dx + dt By dt dx) 




, dC (X^X 1 ) d€(Y^Y t ) dCjZt-Zt) 
dx dy dx 


y ^ 
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die Leitungsfakigkeit C und je kleiner die Dielekricitatscon- 
stante k ist. Im vollkommenen, nickt dielektrisirbaren Leiter, 
wo k = o ist, muss daker durchweg f = g = h — o ange- 
nommen werden und es kann sick nack der Maxwell’scken 
Theorie in dessen Innern keine freie Elektricitat entwickeln. 
Nur im vollkommenen Isolator, wo C == o ist, kaken wir 
nack dem Aufkoren der ausseren elektromotoriscken Krafte 
« = C lf die etwa entwickelte Elektricitat kleikt also in je- 
dem Punkte unverandert; sie kann nickt entweicken. Nur 
unter dieser Bedingung ist also dauerndes Auftreten freier 
Elektricitat im Innern eines Korpers moglick. 

100. Okwokl wir die Gleickungen, welcke an der Ober- 
flacke, wo zwei Korper aneinander grenzen, im Allgemeinen von 
unseren Betracktungen ausgescklossen kaben, so sollen kier 
dock die folgenden, darauf Bezug kabenden Bemerkungen 
Platz finden. Wir denken uns solcke Grenzflacken burner 
als continuirlicke, aber ausserst diinne Uebergangssckickten 
und nekmen daker an, dass f, g } h, u } v, w, p, q, r sammt 
ikren ersten Ableitungen als xiberall continuirlick betracktet 
werden konnen. Wir wollen nun den Yektor der dielek- 
triscken Polarisation mit den der totalen elektriscken 
Stromung mit ©, den der galvaniscken Stromung mit $ be- 
zeicknen (s. Art. 88). Dies sind also vom Punkte, urn dessen 
f y g u. s. w. es sick kandelt, aus gezogene Gerade, deren Pro- 
jectionen auf die drei Coordinatenaxen g, h } resp. u } v, w; 
p ? q } r sind. Wir wollen weiter mit dr das Volumelement 
eines beliebigen Systems 8 von Korpem bezeicknen, welckes 
rings von einer in sick gescklossenen Placke o umscklossen 
wird. do sei ein Element derselben, n die an dasselbe 
nack aussen gezogene Normale. 

Wir berecknen nun nack dem Vorgange Hertz’s das 
Integrate 


■VJiAii 


Unzerstor- 
barkeit der 
eleJctrischm 
Quantitat, 


d_ 
dt , 


Je dr = 



ddr, 


wobei die Integration iiber den ganzen Raum zu erstrecken 
ist, der von der Flacke o umscklossen wird. Sukstituiren 
wir fiir e und 6 die Wertke 90 und 91, integriren die nack 
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Ansammlung 
der Elektri¬ 
citat an der 
Oberfiache 
eines Letters. 


x differenzirten Ausdriicke partiell nach x und verfahren 
ebenso mit y und so erhalten wir in bekannter Weise: 1 ) 

e dr = — j Q dx = — 

— ^do§t cos (®, n). 

10L Sei zunachst das System S rings vom freien Aether 
umgeben, der sich in sehr grosser Entfernung im neutralen 
Zustande befindet, so kann die Flache o so construirt 
werden, dass jedes Element derselben in Aether von neu- 
tralem Zustande liegt. Dann werden 2) und in jedem 
Elemente do den Werth Null haben. Es ist folglich: 

jtf sdT = °- 

Die gesammte, im System enthaltene Elektricitat kann 
sich also nicht andern. Wird durch aussere elektromoto- 
rische Krafte in einem Punkte Elektricitat erzeugt, so 
muss immer dafiir an einer anderen Stelle ein gleiches 
Quantum der entgegengesetzten Elektricitat auftreten und 
man bemerke wohl, dass alles dies, sowie auch alles noch 
folgende nicht etwa Postulate sind, die wir der Erfahrung 
entnehmen. sondern lediglich Consequenzen unserer Grlei- 
chungen, die sich in der Erfahrung bestatigen. 

102. Sei nun das fruher betrachtete System S ein 
System von leitenden Korpern, die rings von beliebigen, 
im Endlichen liegenden Isolatoren umgeben sind, in denen 
die Flache o verlauffc. Dann ist ebenfalls in jedem Flachen- 
elemente derselben p==^ = r = (9 = ® = o, und man ge- 
langt wieder zu dem Eesultate, dass die gesammte Menge 
der Elektricitat in dem Korpersysteme unveranderlich blei- 
ben muss. 

Haben die ausseren elektromotorischen Krafte zu wir- 
ken aufgehort, so gilt dann im Innern eines jeden mit Lei- 
tungsfahigkeit begabten Korpers die Grleichung 93; die da- 


1 ) Vergl. Kirchhoff’s Vorlesungen liber Mechanik, 3. AufL 
S. 112. 



jdo% cos (2), n) 
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selbst ursprunglich etwa vorhandene Elektricitat nimmt also 
je nach der Leitungsfahigkeit rascher oder langsamer ab. 
Endlich tritt Gleichgewicht ein; dann kann dieselbe nur 
mehr in vollkommenen Isolatoren nnd an der Oberflache 
der leitenden Korper angehauft sein, wo wir das Vorhan- 
densein ganz dlinner Schichten annehmen, in denen die 
Grossen k, C und ft variabel sind, wesbalb die Gleichung 93 
nicht gilt. 

Wir wollen diese Schichten als die geladenen Ober- 
fiachen bezeichnen. Die Gesetze ? nach denen sich die Elek¬ 
tricitat im Zustande des Gleichgewichts daselbst ausbreitet, 
und die ponderomotorischen Krafte ? welche bei Elektricitats- 
ansammlung in Isolatoren nnd auf der Oberflache von Lei- 
tern auffcreten, bilden das Object der Elektrostatik; denselben 
sollen im Folgenden noch einige Betrachtnngen gewidmet 
werden. 

103. In dem Gleichgewichtsznstande, welchen wir jetzt 
betrachten, haben alle eiektrischen Stroxne aufgehort. Es 
ist also: 


u = v = w = p = q — r 


df __ dg dh 

dt di dt 


Es ist alles stationar geworden. Wenn man folglich zu 
verschiedenen Zeiten fur einen Augenblick einen immer 
gleich beschaffenen Solenoidpol in das Feld. hineinbringt. 
so konnen auf denselben nicht zu einer bestimmten Zeit 
andere Kraffce, als zu irgend einer anderen Zeit wirken, 
falls solche Krafte xiberhaupt vorhanden sind. Da dieselben 
aber den Grossen a, b, e proportional sind. so konnen diese 
Grossen jedenfalls nicht Funktionen der Zeit t sein. Es 
muss also sein: 

da db do 

dt d,t dt ° 

und die Gleichungen 40(A) zeigen zunachst, wenn man sie 
nach t differenzirt, dass 

dF dO dff 

dt 7 dt ? dt 
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Componenten 
und Gtlei- 
chungen der 
(inner mj 
eleJctromoto - 
rischen 
Kraft .V 


die partiellen Differentialquotienten einer Funktion 'ip nach 
den Coordinaten sind, welche nur die Coordinate!! enthalten 
kann. Bezeichnen wir diese Grossen mit — P, — Q, — R 7 
so erlialten wir: 

p _ _ dF _ dip 

~~ dt " d x 


d G _ dip 

dt dy 

d R _ dip 

dt d% 

Im Isolator, fur welchen G = o ist, liefern also die Glei- 
ckungen 68 (O'): 

4 n f == — h~- > 47tg = — k^- > 4n h = — * 

1 dx J dy d% 


Q= - 
R = - 


(Die Ableitungen von F, G, II nach der Zeit sollen ubrigens, 
auch wenn sie nicht partielle Differentialquotienten nach den 
Coordinaten sind, mit — P, — Q, — R bezeichnet werden.) 
In alien Korpern, fur welche C nicht gleich Null ist und die 
wir deshalb kurz Leiter nennen wollen, obwohl sie auch 
zugleich dielektrischer Polarisation fahig sein konnen, hat 
zu Anfang der Zeit die Gleichung 93 gegolten. Im Gleich- 
gewichtszustande der Elektricitat ist p = q = r = o und da- 
her liefern die Gleichungen 67 (Z)'): 

dip dip dip 

dx d y d z °’ 


94) 


oder ifj = const. In den Leitern ist also auch: 

4.71 s = — k Aip = o, 
wahrend in den Isolatoren 
95) 4n e = — kJ'ip 

in denjenigen Punkten einen von Null verschiedenen Werth 
haben kann, wo vormals aussere elektromotorische Krafte 
thatig waren. 


1 ) Wenn man die ausseren elektromotorischen Krafte , wie ich 
vorschlug, als die galvanischen und querikischen Krafte bezeichnen 
wiirde, so ware diese etwas unbequeme Unterscheidung zwischen 
ausserer und innerer elektromotorischer Kraft uberflussig. 
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104. In einer der oben besprochenen elektrisch ge- 
ladenen Oberflacben, deren wenn auch sehr kleine Dicke S Eieunc 
beissen moge, andert sicb alles sebr scbnell in der Rich- 
tung der Normalen. Wablen wir daber diese zur sc-Axe, 
so verscbwindet daselbst <3 g : dy nnd dh:d% gegen df:dx. 

Es ist also, wenn do ein Element der Oberflacbe nnd dx 
ein Dickendifferential vorstellt, welcbes nocb gegen die Ge- 
sammtdieke § der Oberflachenscbicbte unendlicb klein ist, 
die im Yolnmelemente do.dx entbaltene Elektricitat: 

dodx . 
dx 

Die gesammte, dem Oberflacbenelemente do anliegende Elek¬ 
tricitat ist also: 


X 

Die Indices Null und 1 bezieben sicb dabei auf die Werthe 


zn beiden Seiten der Oberflacbenscbicbt; n 0 nnd n x sind 
die beiden jedes Mai von der Oberflacbe gegen das Innere 
des an der betreffenden Seite anliegenden Korpers bin ge- 
zogenen Normalen. Es fallt also n x mit der Ricbtung der 
positiven a;-Axe, n 0 aber mit der Ricbtnng der negativen 
x-Axe znsammen.' Die Grosse 


+ 

bezeichnen wir als die Oberflacbendicbtigkeit der Elek¬ 
tricitat im betreffenden Elemente der Oberflacbe. 

Beziebt sicb der Index Null anf einen Leiter, so ist, 
wie wir saben d\/j:dn 0 = 0, daber: 

97) 

J 4 n dn x 

Es sind dies die gelanfigen Gleicbnngen der Elektrostatik. 
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EleTctrosta- 
tlsche Pern- 
wirkung. 


Qleichformig 

eleTctrlsirte 

Kugel. 


Zwei gleich - 
fdmiig elek- 
trisirte Ku- 
geln < 


Dreizelinte Voiiesung. 

Ponderomolorische Krafte elektrisirter Kugeln; 
deren Abhangigkeit you k . 


105. Wir wollen nun nocli die Gesetze der pondero- 
motorischen Krafte zwischen elektriseh geladenen Korpern 
aufsuchen. Wir betrachten zuerst einen ganz speciellen 
Fall. Ein iiberall hin unbegrenzter Isolator soil vom neu- 
tralen Zustande ausgegangen sein. Nur in gewissen Ge- 
bieten R sollen wahrend einer gewissen Zeit aussere elektro- 
motorische Krafte thatig gewesen sein. Dann soil elek- 
trisches Gleicligewicht eingetreten sein. Innerhalb der Ge- 
biete R ist also dann: 

95) — k A'tf* = 4tt«, 

wahrend im gesammten ubrigen Raume 

98) A 'ifj = o ist. 

106. Wir wollen zunachst das Problem nocli weiter 
specialisiren: 

Erstens: Das Gebiet R soil eine sehr kleine Kugel vom 
Centrum 0 sein. Die ausseren elektromotorischen Krafte, 
welche darin gewirkt haben, sollen nach alien von 0 aus- 
gehenden Richtungen vollkommen gleichmassig thatig ge¬ 
wesen sein, so dass alles rings um den Punkt 0 herum 
vollkommen symmetrisch ist. Eine Spur von Leitung muss 
dabei das Abfliessen der anderen Elektricitat in’s Unendliche 
ermoglicht haben, oder diese muss auf einen Leiter tiber- 
gegangen sein, der dann mechaniscli entfernt wurde. Es ist 
dann yj nur Funktion der Entfernung r des Aufpunktes vom 
Punkte 0 und muss ausserhalb der Kugel gem&ss der 
Gleichung 98 die Form haben: 

99) ± + B, 
folglich ist: 

,, __ kAx __ IcAy , __ kA% . 

' ~~ y ~~ 4n r 8 ’ 1 4jrr a 

Zweitens: Das Gebiet R soli nun aus zwei derartigen Ku- 
geln mit den Centren 0 und O' bestehen. Die Entfernung 
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des Aufpunktes von 0 nnd O' soli r resp. r beissen. Wir 
geiiiigen offenbar den Gleicbungen, wenn wir jetzt im ganzen 
Raume, mit Ausnahme des Innern der Kugeln setzen: 

100) »/> = y + £ + B. 

Da diese Losung, sowobl in der unmittelbaren Nacbbar- 
scbaft des Pnnktes 0 , als aucb in der des Punktes O' un- 
endlicb nahe mit der Losung 99 zusammenfallt, so ist wobl 
kein Zweifel, dass sie dem Palle entspricbt, dass beide 
Kugeln gleichmassig elektrisirt worden sind. Der exacte 
Beweis bierfiir kann nattirlich nur aus den Gleicbungen 95 
und 96 geliefert werden, und zwar miisste, wenn die Ku¬ 
geln aus isolirendem Materiale besteben, die ganze Elek- 
trisirung derselben, also die Wertbe von a und ri im Innern 
und an der • Oberflache der Kugeln gegeben sein. 

Durcb das Vorhandensein dieser beiden elektrisirten 
Kugeln erfahrt das ganze unendliche Dielektricum eine ge- 
wisse dielektriscbe Polarisation. Dm dieselbe zn berecb- 
nen, fiibren wir ein recbtwinkliges Coordinatensystem ein 
und bezeicbnen die Coordinaten der Punkte 0 und O' mit 
+ b, o, o und — b, o, o, so dass die geradlinige Entfernung 
0 O' = c = 2 b ist. Die Coordinaten des Aufpunktes P be¬ 
zeicbnen wir mit x, y, %; die Componenten der dielelektri- 
scben Polarisation daselbst werden die Wertbe baben: 


f = 


k dip kA 

4 n dx 4 nr 3 


(x—b) + 


kA' 
in r' 3 


{x + b) 


101 ) 


k dyj _ kAy kA'y 
in dy inr 3 in/ 3 


k dy __ kAz kA'z 
in dz inr 8 inr' 8 


Die gesammte, durch die dielektriscbe Polarisation erzeugte 
Energie ist nach Formel 61 (« in Art. 88): 


102 ) 


n dT{p + g* + h?) 


Boltzmann, Vorlesungen. 


8 
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Da ausser der dielektrischen Polarisation sonst keinerlei 
elektrische oder magnetische Storungen im Felde vorhanden 
sind, so stellt dies offenbar den Gesammtwerth der elektro- 
magnetiscken Energie des Feldes dar. 

Fiihrt man fur f 3 g, h die obigen Wertke ein, so stellt 
sich II als Summe dreier Glieder dar, von denen das erste 
n x den Faktor A 2 , das zweite 1J 2 den Faktor A' 2 , das 
dritte iJ 3 den Faktor A A! bat. Es ist dann der Gesammt¬ 
werth: 

n=~n 1 + n 2 + n 37 

wobei: 


103) 


27, = 

n 2 = 


JcA 2 rdr 

8 77 Jr 4 

hA r2 rdv 
Stt J r 7i 


Wir berechnen zuerst: 


n* 


kAA ' 

4 IT 




dr 


x 2 — b 2 4- y 2 4 - % 2 . 


Behufs Ausfiibrung der Integration wollen wir zur Be- 
stimmung der Lage des Aufpunktes P cylindrische Coor- 
dinaten einfiihren, indem wir setzen: 

y = q cos & mid % = q sin 
woraus, wenn die Integration nack & sogleich durckgefiihrt 
wird, folgt: 

dr = 2 it q dQ dx. 

Da im Ausdrucke 27 3 die Grosse unter den Integralzeicken 
ftir negative und positive Wertke von x denselben Wertk 
hat, so kann man die Integration bezuglick x von Null bis 
oo statt von — oo bis + oo erstrecken und mit 2 multi- 
pliciren und erhalt so: 


i7 3 = kAA' 


oo ou 

JdxJ QdQ 


X 2 + Q 2 — b 2 

Y(x 2 4 - g 2 4 - b 2 ) 2 - 4b 2 x 2S * 


Wir ftikren kier zunachst statt q die neue Variable 
u == x 2 + q 2 + b 2 


ein und erkalten: 
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CO CO 

H 3 — - - AA' j* dx J* dn 

0 x 2 + Z > 2 


u — 2& 2 
■j/w* - 46 2 a? 23 


Das unbestimmte Integrate nach u hat den Werth: 

_ 1 _ ^ 4 u _ 1 u — 2a? 2 

y~u*-4b*x*' 2x°- y : u^~ '4b*xs 2x* ' 

Das hestimmte zwischen den Grenzen x 2 + b 2 und oo ge- 
nommene Integrate hat also fur x < b den Werth Null, fur 
x > b aber den Werth 1 : x 2 . Es ist also: 


m 


= 

b 


dx 

2o? 


kAA 

2b 


kAA' 

c 


Es sollen nun die beiden elektrisirten Kugeln an sich voll- 
komxnen unverandert bleiben, nur die Entfernung c ihrer 
Centra soil um Sc abnehmen. Man sieht leicht, dass dann 
II Y und I7 2 yollkommen unverandert bleiben , nur iJ 3 
wachst um 

<x -rr kAA'be 


Da sonst keine Energiequelle vorhanden ist, so muss diese 
Energie durch Arbeit gewonnen worden sein, welche die 
auf beide Kugeln von aussen wirkenden ponderomotori- 
schen Krafte geleistet haben. Um also die Centra beider 
Kugeln in den Punkten 0 und O' festzuhalten, muss auf 
jede Kugel von aussen eine ponderomotorische Kraft K 
wirken, welche die Entfernung c zu verkleinern strebt. Die 
Arbeit dieser Aussenkrafte bei der Abnahme von c um Sc 
ist also If. Sc, und da diese Arbeit die einzige Quelle fur 
den oben gefundenen Energiezuwachs ist, so muss sie dem- 
selben gleich sein, woraus folgt: 

104 ) K = 

Diese Kraft muss von aussen wirkend die beiden Kugeln 
gegeneinander treiben, um sie in Ruhe zu erhalten; die 
Kugeln selbst werden sich daher mit einer gleichen Kraft 
scheinbar abstossen. 


8 
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Ictricltdts- 
mge auf 
er leiten - 
n Kugel. 


107. Nun erst wollen wir zur Berechnung von iJ x und 
IJ % sclireiten. Diese Grossen werden nnendlich, wenn wir 
exact bis zn dem Punkt 0 und O' integriren. Es ze igt 
nns dies an, dass die Energie des Mediums unendlich werden 
muss, wenn endliche Elektricitatsmengen in mathematischen 
Punkten angehauft werden sollen. 

Wir miissen daber jetzt die unmittelbare Umgebung 
der beiden Punkte 0 und O' ins Auge fassen. Sei, wie 
es praktisch am haufigsten vorkommt, sowohl im Punkte 
0 als aucb im Punkte O' eine kleine leitende elektrisirte 
Kugel vorlianden. a und a' seien die Radien der beiden 
Kugeln; dann kann in derdft unmittelbarer UmgebungKin 
der Gleichung 100 das A' enthaltende Glied vemachlassigt 
werden. Es folgt also fur r > a: 

dpp __ A 

d r r 2 1 

wahrend man fur r < a im Innern eines Leiters ist und 
also hat: d 

dr “ 0 . 

Wir wollen die Wertbe, welcbe diese beiden Differential- 
quotienten unmittelbar an der Oberfiache der Kugel an- 
nehmen, durch die Indices 1 und Null bezeichnen, so dass 
man also hat: 



In der Formel 96 ist jetzt zu setzen: 

dtp __ f d'tp\ 

5^ [dr^ 

dip (dip\ 

dn { o— I^J 0 ? 

woraus sich ergiebt: 

kA 

V ~ 4 »o' 

Fur die gesammte, auf der Kugel befindliche Elektricit&ts- 
menge ergiebt sich also der Werth: 

E = 4 % a 2 r} = kA. 
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Ebenso findet man fiir die auf der anderen Kugel befind- 
liche Elektricitatsmenge den Werth: 

E' = kA' 

und die Formel 104 geht iiber in: 


105 ) 


If: 


EE^_ 

he* 


Nun kann aucb n x berechnet werden. Da sich das Innere 
der Kugel in normalem Zustande befindet, so liefert die 
Formel 103: 


106 ) 


fir = = ‘ >flr4t 

2 J r® 2 a 2ka 


Man sieht, dass die fruher gemachte Annahme in der That 
berechtigt war, dass II X und H 2 nicht Funktionen von 
c sind. 

108. Es wird praktisch selten vorkommen, aber immer- EieMridm* 
hin auch moglich sein, dass die beiden Kugeln von der- einer isoli- 
selben Substanz wie der umgebende Raum erfullt sind, und rendenKuge 
dass Krafte thatig waren, welche das Innere dieser Kugeln 
elektrisirt (z. B. gleichmassig mit Elektricitat von der con- 
stanten Dichte e erfullt) haben. 

Da die Kugeln unendlich klein sind, kann man im 
Innern der einen immer den Einfluss der anderen vernach- 
lassigen. Es wird daher nach Gleichung 95 * 

4-,„ I 2 - 3 ?^ 2tJ 

- dr* + r dr ~ k ~ COnSt ' - TT — 

r 

Daher: 


%fj = — 2 7ter 2 : 3 k, 

da xfj fur r = o nicht unendlich werden darf und eine ad¬ 
ditive Constante keine Rolle spielt. Soil jetzt an der Ober- 
flache der Kugel keine Elektricitat angehauft sein, so 
miissen die beiden Grossen: 



den gleichen Werth haben, woraus folgt: 

6 = 3 kA : 4 m 3 . 


£ 

a 2 




ngiglceit 
Wirkun- 
von 7c 
id ft. 
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Die gesammte, auf der Kugel befindliche Elektricitat aber 
bat den Werth: 

E = 4t% a 3 e : S — JcA, 

welcher mit dem fruher gefnndenen iibereinstimmt. 

109. Die Formel 105 zeigt, dass die ponderomotorische 
Kraft dem k verkehrt proportional ist, also in demselben 
Yerhaltnisse kleiner wird, je grosser k ist, wenn gleiche 
Elektricitatsmengen in verscbiedenen Medien aufeinander 
wirken. Wenn man die Yersuche, durcb welche die sta- 
tiscbe Einbeit der Elektricitat bestimmt wird, in anderen 
Medien als Luft ausflibren wiirde, so wiirde dieselbe der 
Wurzel aus k direct proportional, also die Zahl, welcbe 
die gleicbe Elektricitatsmenge statiscb ausdriickt, dieser 
Wnrzel yerkebrt proportional beranskommen. Da wir iden- 
tiscbe Formeln fiir Magnetpole erhalten werden, so gilt 
dasselbe beziiglicb der Constante fx fiir Magnetpole ? d. h. 
fiir Solenoidpole, welcbe in das neue Medium gebracht 
werden, ohne dass der Stoff, welcber das Innere der Drabt- 
ringe erflillt, gewechselt wird. 

Aus der Formel 79 dagegen folgt, dass die elektro- 
dynamiscben und aus Formel 74, dass die Induktions- 
wirkungen gleicber Strome in yerscbiedenen Medien dem ^ 
direct proportional, daher die elektrodynamische Strom- 
einbeit yerkehrt proportional ist. Dasselbe gilt nattir- 
lich aucb von Solenoiden, wenn das Medium sowobl in der 
Umgebung als auch im Innern beider gewechselt wird. Die 
Wirkung eines Stromes auf ein Solenoid, in dessen Innern 
das Medium nicht wechselt (Magnet), also aucb eines Sole¬ 
noids, in dessen Innern das Medium wechselt, auf ein an- 
deres Solenoid, in dessen Innern das Medium nicbt wechselt, 
bleiben unver&ndert. Die elektromagnetische Stromeinheit 
aber ist yy verkehrt proportional, da die Einbeit des 
Magnetismus dieser Grrosse direct proportional ist; je mehr 
Magnetismus aber, desto weniger Strom braucbt man zur 
Erzielung der gleichen Kraft. 
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Vierzehnte Vorlesung. 

Statisches und magnetisches Maass. Elektrosta- 
tische Krafte allgemein. Magnete. Schlnss. 


110. Es wird bei der Klasse von Erscheinungen, welche 
wir jetzt betrachten, am naturgemassesten sein, die Ein- 
heit von E so zu wahlen, dass, wennjede der Kugeln mit 
ihr geladen ist, sie in der Distanz 1 die Abstossung 1 in 
Lnft aufeinander ausuben. Dann wird Constante k fiir 
Lnft den Werth eins haben und man erhalt aus 105: 

107) 

Der Index 5 wurde beigefugt, weil wir dieses Maasssystem 
das statische nennen. Die Constante des Ampere’schen 
Gesetzes wird dann keinen einfachen Zahlenwerth annehmen; 
sie ist nach bekannten Methoden bestimmt worden und da 
diese Bestimmungen alle in das Gewand der alten Theorie 
gekleidet sind, so muss ick ihre Resultate hier auch yom 
Standpunkte der alten Theorie vortragen. 

111. Ich will da eine kleine Gedachtnisshulfe mit- 
theilen, durch welche man, wenn man gerade kein Lehr- 
buch zur Hand hat, sofort die Umrechnung des statischen 
ins magnetische Strommaass im Kopfe ausfiihren kann. 

Wir denken uns zwei statisch gemessene Elektricitats- 
mengen 1 in der Entfernung ^ = 1. Dieselben stossen sich 
mit der Kraft 1 ab. Nun sollen sie beide mit der Ge- 
schwindigkeit v gleichgerichtet und senkrecht zu q bewegt 
werden, Sie stellen dann gleichgerichtete Stromelemente 
von der Lange 1 dar, deren statisch gemessene Stromin- 
tensitat i = v ist. 1 ) 

*) Waren in einem langen Drahte in Punkten, die den Abstand 1 
hatten, je Elekricitatsmengen 1, die sicb mit der Geschwindigkeit v 
bewegten, so wiirde daselbst die statische Stromstarke v herrschen. 
Ware die Langeneinheit des Drahtes mit der statischen Elektricitats- 
menge eins geladen, und wiirde sich der Draht sammt seiner Ladung 
mit der Geschwindigkeit D in seiner Richtung bewegen, so ware die 
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Sie iiben jetzt auch eine elektrodynamische Anziehung 
aufeinander aus und diese wird nach dem Grassmann’- 
schen Gesetze gleich der elektrostatisclien Abstossung, wenn 
die magnetisch gemessene Stromintensitat gleich 1 ist. Be- 
zeichnen wir daher den Werth, welchen v in diesem Falle 
annimmt, mit 3}, so ist jetzt die magnetisch gemessene 
Stromintensitat i m = 1, die statisch gemessene aber % = 33; 
da aber die Zahlen, welche man erhalt, wenn man die 
Stromintensitat einmal in dem einen, das andere Mai in 
dem anderen Maasse misst, offenbar einander proportional 
sein miissen, so muss fur jeden Strom 
i = i m 33 sein. 

Da beide Maasssysteme so gewahlt sind, dass die Con- 
stante des Joule’schen Gesetzes gleich 1 wird, so ist, wenn 
e die elektromotorische Kraft bedeutet: 

e s i $ = e m i m oder e 8 = e m : 33- 

Da endlich auch die Constante des Ohm’schen Gresetzes 
in beiden Maasssystemen gleich 1 ist, so hat man, wenn co 
den Widerstand bezeichnet: 

i co s : e# = i m co m : e n , also co 8 = : 4) 2 . 

Nun sahen wir, dass nach dem Amp&re’schen Gesetze 
die Anziehung, welche zwei Stromelemente aufeinander aus- 
iiben, den Werth hat: 


ini'mds ds' 


2 a — Bp q' 


i i' s ds ds‘ 


- ^ 2 (7 — 3 (; (/ 


Vergleicht man dies mit der Formel 79, so findet man, 
dass die Constante (x fur Luft im elektrostatischen Maasse 
gemessen den Werth fi H = 1 : 33 2 haben muss. 

112. Fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elek- 
trischen Wellen in einem nichtleitenden Dielektricum fanden 
wir den Werth: V = 1 : 

Wenden wir das elektrostatische Maasssystem an, so ist 
fur Luft: fx s = 1 : 33 2 , k s — 1 daher F = ti¬ 
ll 3. Naturlich konnten wir auch das in den friiheren Vor- 


elektrostatische Abstossung auf einen paralleled gleich geladenen und 
gleich bewegten gleich der elektrodynamischen Anziehung ihrer Con- 
vectionsstrome. 
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lesungen angewendete magnetische Maasssystem gebrauchen. 
Man kann ja nacli dem Vorgetragenen oline Weiteres df: 
was ja eine Stromstarke darstellt, in magnetischem Strom- 
maasse messen, daraus durcb Integration nacb t die Grossen 
f, g, h und folglich auch r\ nnd E (z. B. die Ladung eines 
Condensators) im magnetischen Maasse ausdriicken (vgl. 
vierte und fiinfte Vorlesung). 

Wiirde man diesen Weg einschlagen , so hatte die Con- 
stante g den Werth: 

= 1 . 

Manfindet dann aus denBetrachtungen des Art. Ill, dass die 
Constante k der Formel 105 nicht gleich 1 , sondern gleich: 

K = 1 : D 2 

ist. Denn die Grossen E und E r dieser Formel verhalten 
sich wie also wie i . Wir fanden aber: 

= vi), dalier auch E s = Ejb, 
daher liefert die Formel 107: 

“ . 

Dies mit Formel 105 verglichen, liefert den eben an- 
gefiihrten Werth fur k tn . Fur die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Wellen in Luft ergiebt sich jetzt: 

1 : 

Also natuiiich derselbe Zahlenwerth wie frilher. 

Die Formel 106 liefert bei Anwendung des elektro- 
statischen Maasses: 

n x = E\ : 2 a, 

dies ist bekanntlicli das Selbstpotential der auf einer Kugel 
aufgehauften Elektricitat, also die gesammte, zu ihrer La- 
dung erforderlich© Arbeit, welche bier nothwendig gleich 
der im Medium yorhandenen Energie der dielektrischen 
Polarisation sein muss, da wir Fernwirkung ausschliessen 
und im Innorn der leitenden Kugel der neutrale Zustand, 
also keine Energie vorhanden ist. 

114. Nun konnen wir leicht die ponderomotorischen 
Krafte finden, welche beliebige Elektricit&ten auf beliebige 
andere aushben. Man denke sich zu diesem Zwecke zwei 
System© elektrischer Ladungen gegeben. Das erste System 
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soil dadurch bestimmt sein, dass gewisse Volumelemente 
dr gewisse Elektricitatsmengen ^ dr , gewisse Flachenele- 
mente do ebenfalls Elektricitatsmengen r\ x do enthalten; das 
zweite dadurch, dass gewisse andere Volumelemente Elektri¬ 
citatsmengen e 2 dr, gewisse Flachenelemente Elektricitats¬ 
mengen rj 2 do entbalten. Das Gesammtpotentiale xfj in einem 
Aufpunkte ist dann eine Summe, +x/j 2 , wobei das 
Potential ist, welches herrschen wtirde, wenn nur das erste 
System, \p 2 wenn nnr das zweite System elektrischer Massen 
vorhanden ware. Die Gleichung 102 liefert dann wieder: 

n = iTj + i7 3 + 77 3 , 

wobei: 



II X ist lediglich Yon der Lage der elektrischen Massen des 
ersten, il 2 von der des zweiten Systems abhangig, JI S da- 
gegen stellt die Energie der Wechselwirkung beider Sy- 
steme dar. 

Bleiben die Massen des ersten Systems gegeneinander 
unverriickt, ebenso die des zweiten und andern nur die 
beiden Systeme ihre relative Lage, so andert sich daher 
nur U 3 und seine Veranderung giebt die dabei geleistete 
Arbeit. 

Die partielle Integration des obigen Ausdruckes fur 
IT 3 aber liefert nach bekannten Methoden: 


m = 


k_ 

An 


Z J do % i fj 2 + Jdrs 1 i f) 2 , 


wobei do ein Element einer beliebigen Trennungsflache 
zweier Korper, n sowobl auf der einen als auf der anderen 
Seite die von do weg gegen das Innere des an der betref- 
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fenden Seite angrenzenclen Korpers hin gezogenen Normale 
yorstellt. 

Da nun i// dem entspricht, was man in der alten Theorie 
das Potential auf die Elektricitatsmenge 1 oder kurz die 
Potentialfunktion genannt hat, so ist der zuletzt gefundene 
Ausdruck das gesammte Potential des einen Systems elek- 
triscker Massen auf das andere. Seine Veranderung driickt 
die geleistete Arbeit aus. Seine Ableitungen nach den ver- 
schiedenen Goordinaten liefern also die Krafte. 

115. Wir wollen nun wieder einen kurzen Blick auf JExperlm 
Erscheinungen werfen, die wir im Allgemeinen von der Be- niezezw 
trachtung ausgeschlossen haben. Wir denken uns ein recht- tatsconst 
winkliges Coordinatensystem. Die yz-'Ebene soli eine sehr 
grosse leitende Ebene darstellen. Der Baum, welcher die 
Punkte umfasst, deren Abcissen zwischen Null und l x liegen, 
soil mit einem Dielektricum erfullt sein, in welchem k 
den Werth k 0 hat; ebenso der Raum, welcher die Punkte 
umfasst, deren Abscissen zwischen l x + d und l x + d + l % 
liegen. Der Raum dagegen, welcher die Punkte umfasst, 
deren Abscissen zwischen den Grenzen l x und l x + d liegen, 
soli mit einem Dielektricum, fur welches k den Werth k x 
hat, erfullt sein; endlich soli die PI ache, fur welche x gleich 
^ + 4 + ^ ist, die Begrenzungsflache eines zweiten Leiters 
sein, welcher sich nach der Seite der wachsenden Abscissen 
hin erstreckt. Bis auf die Punkte in der Nahe des Randes 
der leitenden Platten, welchen wir allenthalben unendlich 
weit entfernt voraussetzen, wird g = h — 0, f aber nur eine 
Funktion von x sein. Es seien alle elektrischen Strome 
und Oscillationen abgelaufen, so dass die Gleichungen 
des Art. 103 gelten. Der Ausdruck A'lfj reducirt sich da- 
her auf 

d 2/ ip t 

dtf * 

Beide Dielektrica sollen aus dem normalen Zustande, ohne 
dass im Innern derselben durch Reibung etc. Elektricitat 
entwickelt wurde, in ihren jetzigen Zustand iibergegangen 


124 


Vierzelmte Vorlesung. 


[115. 


sein. Dann ist nach dem Gesagten daselbst iiberall 6 = 0; 
daher nach Gleichung 98 auch 


108 ) 


dx 2 


= 0. 


Wenn wir die Grenzschicliten als dlinne Uebergangsschichten 
auffassen, so gilt das Gleiche auch von jedem Punkte im 
Innern einer Grenzschicht. Ueberall ist 6 = 0; daher muss, 
wenn die Schichtendicke sehr klein wird, auch = 0 sein. 
Die letztere Bedingung liefert mit Riicksicht auf die Glei¬ 
chung 96: 


109) 


k 

0 dn n 


+ k lP- 

1 dn x 


welche Gleichung auch bei alien anderen Problemen an 
der Trennungsflache zweier Dielektrica erfullt sein muss, 
wenn daselbst niemals durch Reibung etc. Elektricitat ent- 
wickelt wurde. Da dip : dn an der Grenzschicht einen 
endlichen Sprung macht, muss ip selbst continuirlich sein. 
Sei fur x = 0, ip = 0; fur x = l x + l 2 + d aber habe ip einen 
gegebenen Werth W. Den Werth des i/j fur 0 < x < l x 
bezeichnen wir mit ip v dann ist also: 

ip x = Ax. 

Fiir Zj < x < l x + d muss ip die Form i/j^ = Bx + C haben. 
Fiir die Ebene x = l x ist: 

d V — d V* — p 

dn o dx 7 dn x dx 7 


daher liefert die Gleichung 109: 


k x B - Jc 0 A = 0. 

Da ip selbst continuirlich ist, so folgt: 

A Jc x l x = A Jcq l x -j- (J k x . 

Wendet man dieselben Bedingungen auf die Ebene x = l x + d 
an, so ergiebt sich fiir: 

“k ^ ® l\ d - d -f* l 2 


fur ip der Werth: 

ii>, = Ax + Ad h -^^\ 
■ K 
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Daher wird: 

= A k t l + A k Q d, 

wobei l = + l 2 gesetzt wiirde. Da in der Ebene x = l + d 

wieder ein Leiter beginnen soil, so ist die auf der Flache 
% desselben angehaufte Elektricitat nacb Gleichung 97 zu 
berecbnen und hat den Wertb: 


E-- 




Daher ist: 



Dieser Quotient heisst die reciproke Capacitat des aus 
beiden leitenden Platten zusammengesetzten Condensators, 
wenn die gesammte Flache jeder Platte gleich g ware. Ist 
das erste Dielektricum Luft und misst man im elektrosta- 
tischen Maasse, so wird: 

^o = l 


und man findet daher fur die reciproke Capacitat 



Hatte k x denselben Werth, wie fur Luft, so ware die reci¬ 
proke Capacitat: 


W _ in 

” 3 



Der Umstand, dass ein Theil der Zwischenschicht durch 
ein yon Luft verschiedenes Dielektricum gebildet wird, hat 
also denselben Effect, als ob die Dicke d der Schicht, 
welche von dem Dielektricum erfiillt wird, im Verhaltnisse 
1 : k x vermindert ware. Ist bei unveranderter Distanz der 
leitenden Platten der Zwischenraum zwischen denselben 
einmal ganz mit Luft, das andere Mai ganz mit jenem von 
Luft verschiedenen Dielektricum erfiillt, so ist die Capacitat 
im zweiten Falle k x mal so gross, worauf bekanntlich die 
einfachste Bestimmungsmethode der Dielektrisirungszahl 
oder Dielektricitatsconstante k beruht. 



126 


Vierzehnte Vorlesung. 


[116 


116. Setzen wir: 

-i -i H Cl S\ 1) G 

111 (F) a = -— 9 8 = -— ? y = — ? 

v J 4:TC[a 1 4n(.i 4tt y 

so erbalten wir flir diese Grossen ganz ahnliche Gleicbun- 
gen, wie die soeben discutirten fur einen vollkommenen 
Isolator bei Abwesenlieit ausserer elektromotorischer Krafte 
geltenden, nur dass an Stelle von f } g, h, P 3 Q, P? 
k:4n, 'ip jetzt der Keibe nach treten a, b, c, a, /?, y, 
4 Tift, cp . Ausserdem erscbeint in den Gleicbungen* welclie 
wir die Stoke s’scben nannten, das Zeichen verkebrt, als 
ob das Coordinatensystem in sein Spiegelbild verkelirt ware 
und in den Dielektrisirungs - und Magnetisirungsgleicbungen 
bei den Constanten der Faktor 4% mit 1:4:% vertauscht. 
Man bat namlicb: 


a\ da Q d R 
A) Tt " ~~ ~di7 


C') 4%f = IcP, 


m _ M. 

' dt By B & 




met’smus. Dies beweist, dass die Wirkung von Solenoidpolen in Me¬ 
dien, wo die Constante g, verschiedene Wertbe bat, in ganz 
analoger Weise modificirt wird, wie die Wirkung der freien 
Elektricitat der Medien mit verscbiedenen Jc. So sahen wir, 
dass die Trennungsflacbe zweier Medien, in denen Jc ver- 
scbiedene Wertbe bat, unter dem Einflusse elektriscber 
Krafte sicb so verbalt, als ob dort fern wirkende Elektri¬ 
citat vorbanden ware; analog wird die Trennungsflache 
zweier Medien mit verscbiedenen Werthen von g sicb so 
verbalten, als ob dort Solenoidpole (Magnetismen) vorbanden 
waren. 

Wir nannten f } g, h die Componenten der dielektriscben 
Polarisation oder des dielektriscben Momentes der Volum- 
einbeitj P, Q, R die Componenten der elektriscben Kraft 
(wirkend auf die Elektricitatsmenge 1), yj das elektriscbe 


*) Ueber diese Analogie vgl. Rowland, Amer. journ. of math., 
vol. II, p. 354; vol. Ill, p. 89, 1879 und 1880. 
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Potentiale (ebenfalls auf einen Aufpunkt, in dem sich die 
Elektricitatsmenge 1 befindet) , k die Dielektrisirungszabl 

oder Dielektricitatsconstante. Gerade so sollen jetzt .-y- h 

die Componenten der magnetischen Polarisation oder des 
magnetischen Momentes der Volumeinheit, -ay-br-v die der , $ 
magnetischen Kraft, <p das magnetische Potential, (jl die 
Magnetisirungszahl oder Magnetisirungsconstante heissen. 

An Stelle der statischen Elektricitat tritt aber jetzt die 
Wirkung von Solenoidpolen. Permanente Magnete denken 
wir uns immer als Systeme von Molekiilen, die solenoid- 
artig yon elektrischen Stromen umflossen sind. 

Fur die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
Wellen in Isolatoren konnen wir jetzt schreiben: 

: y^ ; 

daher fur die Brechungsexponenten: 

H2) d ; f = 


Wir haben nun die Formeln entwickelt und uns so 
weit orientirt, dass wir deren Bedeutung kennen gelernt, 
uns von ihrer Uebereinstimmung mit der Erfahrung im 
Allgemeinen tiberzeugt und sie zur Anwendung auf sammt- 
liche Probleme der Elektrostatik und Elektrodynamik, der 
Lehre von den elektrischen und optischen Schwingungen 
zurecht gelegt. Wir haben gewissermaassen die Tafel ge- 
deckt, die Speisen zubereitet und ab und zu verkostet; 
haben aber keine Zeit mehr, uns zu Tische zu setzen. 
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Heaviside, Phil. Mag. (5) 19. p. 397. 1885. 

J. J. Thomson, Phil. Mag. (5) 9. p.284. 1880. Cambr. phil. Soc. 
5250. 1885. (Dreh. d. Pol.) 

Schaik (Dreh. d. Pol.). Arch, neerl. t. 21. p. 406. 1886. 18. p. 70. 
1882. 


Zweiter Anhang. 


Zusammenstellung der Bezeichnungen dieses Buches mit denen 
Helmholtz’s (Borchardt’s Journal 72. p. 57. 1870), Stefan’s 
(Wien. Sitzungsber. 70. p. 589. Dec. 1874) und Hertz’s (Grottinger 
Kachrichten 19. Marz 1890. Wied. Ann. 40. p. 577. 1890.) (Schliissel). 


In den wenigen Fallen, wo sich die Bezeichnungen Maxwell’s 
mit denen des vorliegenden Buches nicht genau decken, sind die 
ersteren (speciell die in dessen Treatise on Electr. angewandten) in 
eckiger Klammer beigefiigt. Da namentlich die Helmholtz’sche 
Theorie vielfach von der Maxwell’schen abweicht, ist die Ueberein- 
sfcimmung der zugeordneten Bezeichnungen oft keine vollstandige. 
Wo dies besonders stark hervortritt, wurde ein Fragezeichen beige- 
fiigt. Zwei Fragezeichen bedeuten eine vollige Yerschiedenheit beider 
Begriffe, die nur einer gewissen Analogie wegen in Parallele gesetzt 
wurden. 
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Besonders zu bemerken ist, dass man aus Helmholtz’s Formeln 
die Maxwell’schen erhalt, wenn man in ersteren & und e sehon far 
Luft und daher auch fur alle anderen Korper gross gegen die Ein- 
heit, k aber gleich Null setzt. 
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Vorwort. 


v War es ein Qott, der diese Zeiehen schrieb, 

Die mit geheimnissvoll verborg'nem Trieb 
Die Kr'dfte der N’atur um mich enthullen 
Und mir das Herz mit stiller Freude fUllen. u 

Yon den zahlreichen, wohlwollenden Kritiken und auf- 
mnnternden Bemerkungen iiber den I. Theil dieser Yorlesungen 
war mir die werthvollste, weil kurzeste die eines lieben Freundes, 
welche einfach sagte: „Theuer finde ich das Buch“. Ich habe 
dessbalb hier im II. Tbeile all den Schmuck, mit welchem die 
Englander solche Biicber zu zieren lieben (Marginalien, Figuren- 
tafeln etc.) weggelassen: dazu sind wir Deutsche zu arm. 
Nur das Motto habe ich noch beibehalten, das kostet ja nichts. 
Freilich habe ich es nicht nach englischer Sitte dem klassi- 
schen Alterthume entnommen, sondern einem deutschen Dichter 
(da sind wir wieder reich) und zwar abermals unserem Alt- 
meister; warum wusste der auch alles so uniibertrefflich zu 
sagen und zwar nicht nur, was ihm bekannt war, sondern 
auch das, wovon er selbst keine Ahnung hatte. 

In der That, obiges Motto spricht meine Ansicht iiber 
Maxwell’s Theorie der Elektricitat und des Magnetismus 
aus. Beziiglich des Inhaltes werde ich heute wohl kaum noch 
auf Widerspruch stossen. Aber die Form der Darstellung bei 
Maxwell finden yiele noch dunkel und inconsequent; ich 
glaube hauptsachlich solche, welche dessen Theorie nur aus 
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dem Treatise kennen. Dort ist (vielleicht gerade durch das Be- 
streben, verstandlich zu werden) vielfacb die alte Tbeorie mit 
der neuen vermischt, und ich wiirde jedem empfehlen, sammt- 
liche Abhandlungen Maxwell’s in der Reihenfolge, wie sie 
erschienen sind, zu lesen. Ich glaube kaum, dass er dann 
noch oft im Zweifel sein wird, was jedesmal unter Elektricitat, 
dielektrischer Yerschiebung etc. zu verstehen ist, oder gar 
glauben wiirde, dass Maxwell von der Annahme unvermittelter 
Fernkrafte ausgehend zu seinen Formeln gelangte. 

Bei der Fiille des neuen, was Maxwell ausser seinen 
allgemeinen Gleichungen noch in so kurzer Zeit brachte (Licht- 
theorie, Anwendung der Lagrange-Hamilton’schen Methode 
auf theilweise unbekannte Bewegungen, Einfuhrung von Co- 
ordinaten, von denen bloss die Ableitungen nach der Zeit im 
Ausdrucke fur Energie vorkommen, mechanische Analogien 
aller Art etc.), konnen wir wohl eine so systematische Aus- 
bildung jedes neuen Gedankens, wie sie die spatern Jahrzehnte 
brachten, in seinen ersten Abhandlungen nicht verlangen, ja 
freuen wir uns, dass Maxwell iiberhaupt noch einiges zu 
thun iibrig liess. So betone ich nochmals, dass ich fur meine 
Person durchaus nur als Interpret Maxwell’s gelten will. Ich 
habe auch die Buchstaben Maxwell’s wieder beibehalten; ich 
kann mir einfach die elektrischen Krafte gar nicht anders als 
mit P, Q, R, die magnetischen nicht anders als mit a , /?, y etc. 
bezeichnet vorstellen. Aber nicht desshalb, sondern aus reinen 
Zweckmassigkeitsgriinden wiederhole ich die Bitte, man moge 
hierin meinem Beispiele folgen. Da es der Mehrzahl der 
Leser bequemer zu sein scheint, habe ich hier im II. Theile 
ein bestimmtes Maasssystem eingefuhrt; daher erscheint in 
den G-leichungen explicit und die Constanten konnen nicht 
mehr genau unter die Form der allgemeinen Maxwell’schen 
Constanten K, L und fx gebracht werden. 

Der hier vorliegende II. Theil hat hauptsachlich den 
Zweck, den alten Vorstellungen ihren Platz in der Maxwell’- 
achen Theorie anzuweisen. Gerade so, wie in der Undulations- 
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theorie den Lichtstrahlen und andern Begriffen der Emanations- 
theorie, so kommt namlich auch in der Maxwell’schen 
Theorie den alten Vorstellungen der Pemwirkungslelire eine 
bestimmte Bedeutung zu. Diese scharf abzugrenzen, diirfte 
gerade sehr viel zum richtigen Verstandnisse beider beitragen. 

Ausserdem war noch einiges beziiglich der Ableitung der 
Q-rundgleicbungen nachzutragen. *) Mein Ideal, alle speciellen 
Beispiele so ausfiihrlich wie in der alten Theorie zu behandeln 
und dadurch das Studium der alten Lehrbiicher gewisser- 
maassen uberfliissig zu machen, habe icb, wie zu erwarten 
stand, freilich nocb nicht erreicht; das bleibt also noch der 
Zukunft vorbehalten. Der I. Anhang enthalt eine Erganzung 
der Literaturubersicht durch die seither erscbienenen, theil- 
weise auch durch altere vergessene Abhandlungen, der II. eine 
Zusammenstellung aller numerirten Formeln unter Beifiigung 
der Seitenzahl behufs Erleichterung ihrer Auffindung. 

Ich habe noch die Pflicht, meinem Assistenten, Herm 
Ignaz Schiitz, fur die Dienste, die er mir bei der Correctur, 
Zusammenstellung der Literaturubersicht und noch sonst viel- 
fach geleistet hat, meinen warmsten Dank auszusprechen. 

Zum Schluss kann ich nur xnit den Worten Maxwell 
wiinschen, es moge auch durch dies Werkchen mancher Leser 
im Studium der Elektricitatstheorie eher gefQrdert als gehin- 
dert werden! 

Miinchen, im Juli 1893. 

Ludwig Boltzmann. 


x ) Vgl* v. Helmholtz, Das Princip der kleinsten Wirkung in der 
Elektrodymamik. BerL Akad. 12. Mai 1892. Wied. Ann. 47. p. 1. 1892. 
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Erste Vorlesung. 


§ 1. Mechanische G-rundiage. 

Obwohl fast die Halfte des ersten Theiles dieser Yor- 
lesungen der Ableitung der Grundgleichungen Maxwell’s fiir 
den Elektromagnetismus gewidmet war, so wollen wir doch 
zunacbst, um das Verstandniss des vorliegenden zweiten Tbeiles 
von dem des ersten vollkommen unabhangig zu machen, diese 
Gleichungen hier nocbmals auf einem anderen.Wege ableiten, 
der zwar in der Idee mit dem im ersten Theile eingeschlagenen 
eine gewisse Yerwandtscbaft hat, aber docb so weit davon ab- 
weicht, dass er mir ein selbstandiges Interesse beanspmcben 
zu konnen scbeint. 

Wir gehen von der Hypothese aus, dass die elektrischen 
und magnetischen Wirkungen durch ein Medium vermittelt 
werden, welches den sogenannten leeren Raum, sowie alle 
ponderablen Korper durchdringt. Durch die Anwesenheit 
letzterer wird es jedoch in seinen Eigenschaften modificirt. 
Wir wollen dieses Medium Kiirze halber den Aether nennen. 

Jede Eernwirkung auf messbare Distanz schliessen wir 
aus. Die Yeranderung des Zustandes irgend eines Yolum- 
elementes wahrend irgend eines Zeitelementes soli lediglich 
bedingt sein durch die Zustande, welche zu Anfang dieses 
Zeitelementes in der unmittelbaren Umgebung dieses Yolum- 
elementes geherrscht haben. Da es leider noch nicht gelungen 
ist, die Art und Weise dieser Wirkung von Element zu Ele¬ 
ment vollkommen befriedigend mechanisch zu erklaren, so 
miissen wir uns mit Vorstellungen von einer gewissen AUgemein- 
heit und Unbestimmtheit begnugen. 

Wir nehmen an, dass in jedem Yolumelemente eine Be- 
wegung moglich ist, deren Natur uns unbekannt ist. Wir 

Boltzmann, Vorlesungen, IX. I 



2 


Erste Vorlesung. 


setzen nur voraus, dass die durch diese Bewegung erzeugte 
Verschiebung in drei Componenten F, G, E nacli den drei 
recktwinkligen Coordinatenrichtungen zerlegt werden kann, 
genau so, wie die geradlinige Verschiebung eines materiellen 
Punktes oder wie die unendlich kleine Drehung eines starren 
Korpers. Wir konnen also die Verschiebung geometrisch dar- 
stellen durch eine in Lange und Richtung bestimmte Gerade 
(einen Vektor), welche auf die drei Coordinatenaxen die Pro- 
jektionen F, G und E hat und daher einfach der Vektor {F, 
G, E) heissen soli. 

Wir nennen nach Faraday diesen Vektor den elektro- 
tonischen Zustand oder tonischen Zustand, oder noch kiirzer 
Tonus des betreffenden Volumelementes und F, G, E dessen 
Componenten, ohne natiirlich mit dieser Wortbildung irgend 
eine speciellere Vorstellung yerkniipfen zu wollen. 

Wir bezeichnen ferner die Geschwindigkeiten, mit welchen 
sich die drei Componenten des Vektors andern (die tonischen 
Geschwindigkeitscomponenten) mit F, Q, B; setzen also: 


Siehe Maxwell scient. pap. vol. I, pag. 476. Spater, scient. 
pap. vol. I ? pag. 555, treat. II, pag. 223, art. 599, schreibt 
dieser P=—dF/dt Ich acceptire hier die erste Fest- 
setzung, damit keine Zweifel liber das Vorzeicben Platz greifen 
konnen, wo von Wachsthum oder Abnahme der tonischen Ge- 
schwindigkeitscomponenten, also von Besclilennigung oder Ver- 
zogerung der tonischen Bewegung die Rede sein wird. 

Ferner bezeichnen wir mit Tdr die im Volumelemente dt 
enthaltene lebendige Kraft dieser Bewegung (der tonischen Be¬ 
wegung). Dann sei in einem isotropen Korper: 


A*) 


T = ^(P 2 + Q 2 + P 2 ), 


wobei die Grosse K im Innern verschiedener Korper verschiedene 
Werthe haben kann, aber durch die tonische Bewegung selbst 
nicht verandert werden soil. 1 ) 


x ) In einem anisotropen Korper soli sogar K fur verschiedene Rich- 
tungen verschieden sein konnen, so dass man das Coordinatensystem 
immer so wahlen kann, dass 

T = (E t P 2 + K 2 Q* + E W) I 8 7T 
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T ucimon wir die tonische lobendige Kraft der Volum- 
cinhoit odor dio Dichto dor kinetischen Energie der tonisciien 
Bewogung; 

K d b' K d a K d 11 

'I n d t 4 it d t ’ 4 n d t ’ 

sind also dio aid die Volumeinlieit bozogeneu Moment© der 
tonisohon Bowegung, woloho Maxwell mit f, g, h bezeichnet. 
Dorsolbo setzt also: 


a) 


f . l< <t l ' K da . K d U 

1 . dt ’ J 4* di ’ " “ 4jr dt ' 


Aussordom sollon dor doktrotonischen Yorschiobung gowisse 
KriU'to cntgogonwirkcn, woloho wir dio tonisciien Kriifte noimen, 
so dass dio Herstdlung dossolbcn im Volumelomente dr eine 
Arbcitsloistung Vdr bodingt. /'wird daun ala die Dichto der 
potontidlon toniaohon Enorgio bozoichnot werden konnon. 

Wiiron 1<\ </, II dio Vorschiobungscompouentcn o.inos 
Thcildums oinos gowohnlichen dastiachen Korpera, so wilro V 
eine honiogono Eunktion zwoiton Grades dor Differential- 
quotienten diosor Grclssivn nach don Coordinates Dies soli 
auch ftlr don Aothcr golton; aber die Eunktion zweiten Grades 
soli oino otwas andoro Eorm habon ala bei elastischen Kbrporn; 
os soil nitmlich soin: 


3) 

wohoi 

4) a = 


/'= '' («* + h* + r a ) , 
dll _ da . db' dir 

dg di ’ di dx ’ 


dO 

dx 


d F 
di/ 


/;• 


ist. v ist eino Oonstante des Korpors. Es sind also a, b, r 
dio OompommUm demjenigen Yektors, wolchon dio Engender 
das Curl dos Yektors (/, H), also dos tonischen Yektors, 
nennotu 

So oinfadi und naholiegond dieso Annahme ist, so ist es 
dooh nicht ganz loioht, sich eine bostimmte medianische Yor- 
s tel lung davon zu niachen. WUrdon wir unter F, (I, II einfach 
die Voraehiebungcn oinos Aethertheilehens nach den drei Co- 
ordinatenriditungon vorstohen, so dass also dor Tonus flir den 
Aether dassdbo wilro, was dio in der Elasticitiitslehre be- 
trachteton elastischen Vorschiehungon fllr einen gewOhnlichon 
festen Kbrper sind, so wilro A’/4 w einfach die Dichte des Aethers; 
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a hj c aber waren die doppelten Prehungeit elites \ ulum» 
olomentes desselben umdrei den < •oordimdenaxen paralleh* A\en 
mul wir musston /air Krklarung der Dleirluntgen :t atmehmen, 
dass sicli jeder soldier Verdrehung eine dem Drehtingsu inkel 
proportionale Kraft entgegensef zt. Wir bekitmrti aUo laird 
Kelvin's quasirigidon Aether. 1 ) 

Allein dias wiirdo vorsehiedene thtzukenunliehkeiteii nneh 
sich ziohen. Kirstens mftsste, wit* sirh aus dem •qmfeni er- 
geben wird, an alien Stellen, wo sich wahre Klektrieitiit bHtudH, 
Aether in die Welt ein- odor aus dorselben aussirbmen, zweitens 
wimlo, sobald 

til* dQ dll 
dj- da 1 d\ 

von Null verHchieden ist, A dureh die tonisdu* Bewegung \rr- 
tadext werden. WUnle man aber A als uuseranderlirh he- 
traohteu, bo ware winder die* Kntwieklmig treier Klektrieitiit 
imr schwierig zu erklaren. (Ktwa dadureh, duss tilt* Anveseu* 
hoit der KdrpormoleklUe aider gewtssett Umstlindeu tlie <%»tt- 
sfcanz von K aufhdbe.) Man miisste daim utndn wenn dm* Aether 
incomprossibel, da her (lessen Divide A f 1 .t an alien Stellen tm- 
veriindorlich vorausgeset/t wltnh% zum liamiltonhHrhen Prin¬ 
cipe noe.h die Bedingung <) (d s d t/d :) 0 hinzufllgem wan daim 

(■rliodor lieibrn wftrdo, die deni Pnirke in ineompressihlon 
KlOssigkeiton entspriichen und die (lit* Ma x woIPsehe Theorie 
nicht ke.nnt. 

Derartigo (Binder finden sich freilteb in derv. iI i*t in It<* 11 /’*• 
schen Theorie der Klektrodynuniik. Allein es i*t mir da imeh 
nicht gelungen, die mochanisehe Bedt*ittung der v, Helmh<*lt 
schon Gloiohungen 2 ) filr uile Waal lie der dariu \ork<>nnueudon 
Constantcm klar/uHtellen. 

Nicht etwa, als oh ieh priltemliren wiirde, hiermit die wahre 
Natur der tonisehen Bewegung getmften zu huheu, will mb 
(loch, urn dor Kinhildung.skraft gowisse Anhaltspunkte m gohen, 
einige fltlchtigo Andeutungen eiuHehaltou, wclrhe nuf tune Ho- 
wegungsart ltinweison, dio ganz den Charukter der elektro- 
tonisehen besitzt 

Sei in jodora Volumelemente ein Kent enthalUm, t\ (t\ II 

l ) VgL Thomson, math, and phys. pap. Ill, p. 44*2, 

8 ) Wifcjsonsehaftliehe Abhandlungen. Band I, B. 021. 
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seien die gesammten Drehungswinkel, um welche dieser Kern 
zu irgend einer Zeit £um drei den CoordinatenricMungen parallele 
Axen gedreht worden ist. Dann miisste unter Kdr / 4 x das 
Tragheitsmoment dieses Kerns bezuglich einer durch sein Cen¬ 
trum gehenden Axe, unter P, Q, R die Componenten derWinkel- 
geschwindigkeit seiner augenblicklichen Drehung verstanden 
werden, so dass 

^(Z J2 + <2 2 + i2 2 ) 

seine lebendige Kraft ware, und es ware fiir anisotrope Korper 
aucli eine Verschiedenheit des Tragheitsmoments bezuglich 
verschiedener Axen vorstellbar. 

Grossere Schwierigkeiten bereitet die Deutung des Aus- 
drucks 3. Da miissen wir, zu einer alten Maxwell’schen 
Idee zuriickgreifend, annehmen, dasszwischen je zwei rotirenden 
Kernen Partikelchen eingestreut sind, die wie Priktionsrollen 
in die Drehung beider eingreifen. Die durchschnittliche Ver- 
scbiebung aller dieser Partikelchen in der z-Richtung ist da.nn 
a proportional, und man muss annehmen, dass durch sie eine 
derGrosse dieser durchschnittlichen Verschiebung proportionale 
Kraft geweckt wird, sodass die durch die Verschiebung dieser 
Partikelchen geleistete Arbeit proportional a 2 , resp. b 2 oder c 2 
ist. Wie gezwungen auch die Vorstellung solcher Friktions- 
rollen sein mag, so zeigt sie doch, dass eine Bewegung mechanisch 
denkbar ist, welcher alle Eigenschaflen zukommen, die wir der 
tonischen Bewegung zugeschrieben haben. Jede derartige zur 
Versinnlichung des Tonus aufgestellte Hypothese wollen wir 
als mechanische Analogie bezeichnen. 

Ich bemerke noch, dass die Drehungswinkel F, G, H aus 
zwei Summanden bestehen konnen, F v G v und F 2 , G 2 , H v 
von denen die ersteren die Bedingungen 

dH t da,. dFj = dII L dG t _ dF l 
dy d% ’ d% dx ’ dx dy 

erfiillen und beliebig gross werden konnen; die letzteren Sum¬ 
manden aber, welche diese Bedingungen nicht erfiillen, miissen 
sehr klein bleiben, da sonst F, wenn es schon fiir kleine a, b, e 
endlich ist, enorm wachsen wiirde. 

Es hat die zuletzt vorgetragene Anschauung eine gewisse 
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Aehnlichkeit mit einer altexi Tlieorie Hank el’s 1 ) mid einer 
Hypothese Sommerfeld’s 2 ); doch nimmt letzterer keine Frik- 
tionsmolekiile an und verfallt so wieder in neue Scliwierigkeiten. 3 ) 
Die hier vorgetragene Anschauung ist in ahnlicher Weise eine 
Umkehrungder erstenMaxwell’schenTlieorie, wie die Sommer- 
feld’sche eine Umkelirung der Thomson’sehen Tlieorie des 
quasirigiden Aethers ist. 

Es ist moglich, dass ganz andere Bewegungen, z. B. 
schwingende oder unregelmassig zickzackformige, wie bei Gas- 
molekiilen im Mittel wieder auf dieselben Gleichungon fuliren 
wtirden. Da aher ihre Behandlung viel vcrwickelter ware und 
doch kein bestimmter Anhaltspunkt fur irgend eine specielle 
Wahl vorliegt, so will ich hierauf nicht weiter eingehen, be- 
schranke mich vielmehr auf die Verfolgung der weiteren Con- 
sequenzen der oben angegebenen allgemeinen Eigenschaften 
des Tonus. 

Wenn wir eine bestimmte mechanische Analogie zu Grande 
legen, so konnen wir alle Grossen in den ihnen gemass dieser 
Analogie natiirlich zukommenden mechanischen Maassen (den 
natiirlichen Maassen) gcmessen denken. Dies wollen wir in 
dieser Vorlesung immer thun und es dadurch zum Ausdruck 
bringen, dass wir in den Schlussgleichungen denjenigen Grossen, 
fflr welche wir spater andere Maasse benutzen werden, den 
Index n beifugen, So schreiben wir die Gleiclmng A* lieber 
in der Form: 

An) T=^{P* + Q* + Ji*), 

lediglich um anzudeuten, dass hier P, Q , 2t in ihren natiir- 
lichen Maassen gemessen zu denken sind. Auch in alien an¬ 
il eren Gleichungen dieser Vorlesung denken wir uns dasselbe 
Maass angewendet, wenn wir auch den Index Kurze halber 
nicht immer beifiigen. 

Ferner empfiehlt es sich, statt v die Grosse 

1 _ 

__ 4 n v ^ 

x ) Hank el, Fogg. Ann. 126, S.440, 1865; 181, S. 607, 1867; vergh 
auch Helm, Wied. Ann. 47, S. 743, 1892. 

2 ) Sommerfeld, Wied. Ann. Bd. 46, S. 139, 1892; Eeiff, Elasti¬ 
city und Elektricit&t, Freiburg, akad. Verlag, 1893. 

8 ) Wied. Ann. Bd. 48, S. 95, 1893. 
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unci statt a, b, <■ dio Grbssen: 

c( = 4 jr v a == a , ft — Anvb = h ■, y = 4 jr vc = - c - 
t* t l 

oinzu fill iron, ho class wir statt dor Gleichungcn 3 und 4 erh alien: 


Bn) 

5 n) fi a u 


</ //„ 

d.'/ 


/'■= ^ k 3 + ft,? + 

<iO u , (O’, (f/7„ 


dn 


14, X 


PYn 


dG n 

d x 


, d 3 

dy 


§. 2. Abloitung dor Grundgleichungen. 

Da wir loboiuligo Kraft und Arbeit kennen, so kdnnen wir 
dio Krilfto, welche l'\ (/, ll zu boschlounigen, resp. P, Q, It 
zu vorinohron stroben, nao.li dem Hamilton’schen Principe 
finden, indem wir sotzon: 


(!) 4 jr f f dt dr {if T - if V) » 0. 

Substituiron wir in Glcichung (} ftlr 7'und V ihre Wertbe 
und sotzon dx — dxdi/dz, so folgt: 



asm 

dt") 
_dSI< 
~ dy 



Wir habon bier diojotiigon Glioder, welche nach der Zeit 
difforenzirto Variationon enthalton, partiell nacli diescr, jene 
abor, welche nacli den Goordinateu differenzirte Variationen 
enthalton, partiell uach jonen zu differenziren. Die Grenzen 
ftlr dio Zeit, sowio die Wertho dor Variablon im Anfangs- 
und Ktidzustande sirul in der Hamilton’schen Glcichung alle- 
mal als constant zu botrachton, daher verschwinden bei par- 
tieller fiitegration nacli der Zeit die von diesen Grenzwerthen 
herrtlhreuden Glieder. .Bei partiellor Integration nach den 
Coordinaten abor mUsseii wir dio Grcnzbedingungen bortick- 
sichtigen, welche ftlr dio Oberfl&che der KOrper gelten. Da wir 
auch den sogenannten leoron itaum mit Aether orfUllt denken, 
so werden dieso Oborfl&ehen immer als Trennungsfliichen zweier 
verschiedenor Medina, resp. als Trennungsfliichen zweier Aether- 
massen von verschiodener Boschaffenhoit zu denken sein. Wir 
habon keine bestimmte mochanische Vorstellung zu Grunde 
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gelegt, dahor wird aueh das Problem clc^r Auihndung dinner 
Grenzbedingungon kein eindeutig besiimmtes sein, wenn wir 
die Grenzflaehen als mathematisehe Fliiehen denken, in demon 
zwei vollkmmncm versehiedone Median aneinanderstoBsen. I He 
Aufstellung dioser Grenzbedingimgen wlirde dann none An- 
nahmeu orfordern, in do mm winder manehes Wiilkil rlicho nicht 
zu vormeiden wlire. 

Wir wollcrn da die einfaehste Annahmo maehen, von wol- 
eh or sehon Maxwell ausging, and welche von v. H el m ho 1 tz and 
Hertz waiter ausgobildet wurde. l ) 

Wir kbnnen nns jedonfalls zwei ganz versehiedone Kdrpor 
denken, weleho dureh nine sehr dhune Sehieht gotrennt sind, 
in dm* die Kigonsehafton des einen sehr ranch aber doeh eon- 
tinuirlich in die des anderen ttbergehen. Bei miseltbaren Steffen, 
wio roinem Wanner and inner wiisserigen Lbsung, odor Zink mid 
Queoksilber, odor Kupfor und gesohmolzenem Zink wlire dies out¬ 
sell iodon realisirbar und wiirde sieh aueh dauernd erhalten, wonn 
beide Kbrper, ohe die Misehung welter vorgeschritteu wlire, 
in den feston Zustand Ubergingon. Vielleicht kbnnen zwisehen 
zwei boliebigen Kdrporn seiche eontinuirliche UebergangH- 
Hchichten hergestellt warden, vielleicht iindorn sieh wonigHUms 
die Eigensehaften des Aethers, auf den allein sieh unsere 
Gloichungen heziehem, eontinuirlieh, Jodmi fulls wollen wir 
voraussetzen, dans, wenn es selbst mathematisehe Discontinui- 
tbtsstellon giht, die Grenzhodingungen, welche fiir diesel ben 
gelton, koine anderen Bind, als diojonigon, welche man bei Vor- 
aussetzung einer eontinuirliehen, aber sehr dtinnen UehergangH- 
sehieht linden wiirde, in welcher die Gilitigkeit unserer Giei- 
ebungon nirgends gostbrt wird. 

Dioflo Annahme ist von den verschiedenon willkhriiehen 
Voraussetzungen, welche man liber soldi© GreuzHohiohtcm viel- 
loicht noch maehen kbnnte, jedonfalls weitaus die wahrBchmtt- 
lichste und nathrlichste* Wir errelohen dureh sie einen gr<mmm 
mathematischen Vortheil. Wiirden wir irgend welehe under© 
Grenzbodingungon voraussetzen, so mhasten wir bei dor par- 
tiollon Integration naeh den Coorclinaten die auf die Treimungs- 
il&chen beztiglichen Glieder einer besonderen Betr&chtung miter* 
ziehen. Haberi wir dagegon an den Trennungsfl&chen tbemll 

l ) Vgl. auoh Pol near 4, Electricity at optique VoL % 8. XL 
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continuirlieho Uoborgilngo, ho Hind im Innorn nirgonda Unter- 
bmdtungon (tor Oontinuitat vorhandou. Wit* luibou also nnr 
dio ummdiioh entlornlo (ircmzo dos gosammten Katrines zu 
botrachton, bis zn dor Hioh dor Kinfluss der horvorgorufenon 
oloktrischon und nmgnotisehon Htbrungon siclior uicht erstrockt, 
so dans also alio aut dio (3ronzcn bezitglichen Glieder vor- 
schwindom 

I htsmdbe gilt untilrlieh auch dann nooh, wenu die Tren- 
nmigHtlilehon wirklioho UnHUdjgkoitsfliiehon Hind, sobald nnr 
dio (Jronzbodinguugon gonau so gobildot sind, wio sic sich aus 
dor 1 iypoihoHo sehr rnschor abor (umtinuirliohor Uobergange 

ergebon. 

Wir woliou dioso Abloitungswoiso dor Wronzbedingungon, 
urn omon boHiimmton Namon zu habon, das Prineip dor Con- z/* 
tinuiUit dor Uoborgiingo nonnon, und tmior dioson Namon auch 
nooh dio Jiypothoso mil oinhegroifen, dass mit Almaluno der 
IHcko dor HohorgangsHchicht wtuior dio CJonatanton doa Mate- 
Halos (A, p ofo,), nocdi nueh (wonigstons worm koine unomlliehen 
olcktromotorisrhon Kriifte in der UeborgangHBobicht vorhanden 
wind) din IHrhto dor kinotiHohen odor dor potontiellon tonischen 
Knorgio ins tlnendlioho waohson knnn, da ja cine unendlieh© 
blnorgiodiotite ummdliohe Kriifto im botroffonden Punkto vor- 
aussofzon wflnk\ Das Material soil an joder Stollo dor Uober- 
gangHNohicdit oino bostimmto, duroli ondlieho A*, C\ n oharakteri- 
sirto BosehalTonhnii hahoiu 

Hindi don Uloiolmngon An und Bn iblgt, dass aiudi J\ Q tf It, 
h } r nioht mit nbnohmondor Dioko clor Tronmmgsselnoht ins 
Unondlieho waohson kilmitm; wohl abor wordon dies dio Dif- 
forontialquotionton allor diosor Ordnson normal zur Sohioht. 

Da uliter diosen VoraiiHsotzungon alio anf die Integrations- 
granzon hezllgliehtm (Hinder verachwindon, so liefert dio Aus- 
fllhrung allor partial leu Integration^! daw folgendo Keaulfcat: 





+ rV a A ^ 



d a 


+,)■//[*« 


d a , d ($ 1 \ 
dp dm j 


0. 
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Die Nullsetzung der Coefficienten von SF, S G, dS aber liefert: 

f K_ dP_ __ J_ (dj^ _ dy\ K_ d_Q_ _ J_ / dj_ _ da] , 

J4t t dt 4:7t\d% dy ) ? 4?r 4 n\dx du) 1 

[ K dR ^ 1 /'d« 

4:tc dt 4cn\dy dx j 

Wir setzen voraus, dass die ponderablen Korper selbst ruhen 
und dalier K und y sich nicht mit der Zeit andern; wohl aber 
konnen diese Grossen yon Punkt zn Punkt yerschieden, also 
Funktionen yon x, y nnd z sein. Dieselben Gleichungen gelten 
tibrigens auch fur die Relatiybewegung der elektromagnetischen 
Zustande gegen die ponderablen Korper, falls letztere den 
Aether, ohne die Bewegung in demselben zu storen, mit sich 
nehmen. 

£dx j spielt die Rolle der Masse, dP / dt die der Be- 
schleunigung, daher stellt die rechte Seite der Gleichungen 7 
die durch d x dividirten Kraftcomponenten dar, welche wir die 
auf die Volumeinheit wirkenden Componenten der tonischen 
Kraft nennen konnen. Ausser dieser soil der tonischen Be¬ 
wegung noch eine Kraft entgegenwirken, welche wir kurz die 
Widerstandskraft nennen. Sie soil der tonischen Geschwindig- 
keit direkt entgegengerichtet und proportional sein. Ihre 
Componenten in den Coordinatenrichtungen sollen daher sein 
— CPdx , — CQdx , —CRdx , wobei C eine Constante ist, 
deren Werth an yerschiedenen Stellen des Raumes verschieden 
sein kann. Diese Widerstandskraft ist vollkommen analog der 
Reibung; durch sie muss also fortwahrend Energie in Warme 
yerwandelt werden, und zwar ist der Quotient, den man er- 
halt, wenn man die in der Zeit d t und im Volumelemente d x 
in Warme yerwandelte Energie durch dtdx diyidirt: 

8n) C(P n dF n + Q n d G n + R n d H n ) / dt = C{P n 2 + QJ + PJ) 

(Joule’sche Warme). Dagegen soli durch die elektrotonischen 
Krafte, da diese ein Potential haben, keine Energie in Warme 
yerwandelt werden. Die durch Magnetisirung oder Dielektri- 
sirung mfolge Hysteresis entwickelte Warme yernachlassigen 
wir also. 

Endlich sollen an Stellen, wo gerade hydroelektromoto- 
rische, thermoelektromotorische oder reibungselektromotorische 
Krafte wirken, zu den Componenten der tonischen Krafte noch 
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je ein ganz unbekanntes ? aber yon F, G } H unabhangiges 
Glied hinzukommen, welches wir mit — OX dr, resp. — GYd r ? 
— CZdr bezeichnen wollen. Die letzteren drei Grossen nennen 
wir die im Volumelemente dr wirksamen ausseren elektro- 
motoriscben Krafte. Sie reprasentiren im Allgemeinen eine 
Energiequelle (chemische oder Warmeenergie). Der bierans 
im Y olumelemente d r wahrend der Zeit d t geschopfte Energie- 
betrag dividirt durch dtdx ist: 


g f r= - C(X n dF n + Y n dG n + Z n dH n )/dt 

l — — 0 {X n P n + Y n Q n + Z n 

Fiigt man die zuletzt aufgezahlten Krafte den Gleichungen 7 
bei, so erhalt man folgende verrollstandigte Gleichungen: 


On) 


dP d 8 

j7- n _ rn 

dt d% 
dt dx 

jr dR n _ da n 

dt ~~ dy 


■ 37-4 nC{P n + lQ 
— 4 JT (7(Q n + F n ) 
~~4:n C(R n + Z n ). 


Die Giltigkeit der Gleichung 8n anStellen, wo X— Y—Z—O 
ist, unterliegt keinem Zweifel. Dagegen ist das Yerhalten der 
Stellen, wo aussere elektromotorische Krafte wirken, weder 
experimented. geniigend untersucht, nocb tbeoretisch klar- 
gestellt. Wenn X, Y , Z sich mechaniscb verhalten wtirden, 
wie Krafte zwischen ruhenden Korpern, so mtissten die beiden 
Gleichungen 8n und 9n ohne weitere Correction richtig sein. 
Meist aber scheinen im Gegentheile Bewegungen die Yer- 
anlassung zum Auftreten der ausseren elektromotorischen 
Krafte zu geben. So in den Hydroketten die Trennung und 
Wiedervereinigung der chenuschen Elemente, in den Diffusions- 
und Diaphragmenstromen nachweisbare Molarbewegungen, in 
den Thermostromen Warmebewegungen. Dann kann noch 
ausser der durch die Gleichungen 8nund 9n bestimmten eine 
beliebige Energiemenge Adz .dt aus der den Strom treibenden 
Energiequelle aufgenommen und an der Stelle, wo die elektro¬ 
motorischen Krafte thatig sind, direkt in Warme yerwandelt 
werden, so dass man fur die aufgenommene Energie an Stelle 
der Gleichung 9n den Werth: 
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Eli) T = A — C(Xn P n + T n Q n + Z n ^ n ), 

far die auftretende Warme aber an Stelle der Gleicbung 8n 

den Werth: 

Fn) W = A + C(P n 2 + Q n 2 + B n 2 ) 

erbalt. Icb werde hierauf am Scblnss des Buches (Gleicbung 102 
§ 30) noch einmal zuriickkommen und bemerke bier nur, dass 
sammtlicbe bierber geborigen Erscbeinnngen (Peltier-Effekt, 
Tbomson-Effekt in Thermoketten, Abweicbnngen vom Thom¬ 
son’scben Gesetz bei Hydroketten) nocb kanm endgiltig in die 
Tbeorie eingefiigt werden konnen. Wo X=Y=Z=^ 0 ist. 
also keine stromtreibende Energiequelle sicb findet, kann ibr 
aucb keine direkt in Warme umznsetzende Energie entnommen 
werden. Dort ist also A = 0 nnd wird daber die Gleicbung 8n 
aucb erfabrungsmassig bestatigt. 

TJm durcbwegs dieselben Yariablen zu baben, empfieblt 
es sich, aucb in den Gleicbungen 4 resp. 5n anstatt F, G, H die 
Grossen P, Q, B einzufubren, indem man jede dieser Gleicbungen 
nacb t differenzirt; dies liefert: 


Dn) 


da d R d d B d P m dR„ 

^ dt ~~ dy d& J p dt ~~ dz dx ’ 

d Tn d _Qn _ dP n 

^ dt dx dy 

Wir batten die Gleicbungen Cn aucb direkt aus dem Hamil- 
ton’scben Principe linden konnen, wenn wir in Gleicbung 6 
unter SF.dx die Gesammtarbeit verstanden batten, welcbe 
alle in dr wirksamen Krafte bei Veranderung yon F 7 G , H 
um 8F 7 8 G und §H leisten. Statt 8 Vdx ware dann in 
Gleicbung 6 zu setzen gewesen die Summe folgender Ar- 
beiten: 1. der Arbeit der elektrotoniscben Krafte: 

« 2 + ft 2 + f 

8 T£ 


dx § ifi 


2. der Arbeit der Widerstandskrafte: 

dxC(P8F + Q8G + RSH), 

endlicb 3. der Arbeit der ausseren elektromotoriscben Krafte: 

dx G(X8F + 78 G + ZdH), 
so dass die Gleicbung 6 gelautet batte: 
ff dx dt{K{P 8 P + Q8 Q + B8 B) — [i(cc8 a + (3 8 ft + y Sy) 
~4 7tC[{P + X)8F+ (Q + 7)8G + {X+Z)8E]} = 0. 
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Dnrcb genau dieselbe Metbode der partiellen Integration, 
welcbe wir friiber auf das unvollstandige Integrale angewendet 
haben, batten wir aus diesem Integral direkt die Formeln On 
erbalten konnen. 

Die vier Gleicbnngen A, B, 0 nnd D sind die einzigen, 
welcbe wir spater verwenden werden. Wir baben sie desbalb 
mit lateiniscben Bucbstaben bezeicbnet nnd werden sie kurz 
die Maxwell’scben Fundamentalgleicbungen nennen. Dazn 
kommen nocb die Gleicbungen E nnd F, welcbe die ent- 
wickelte Warme nnd die von den ansseren elektromotoriscben 
Kraften geleistete Arbeit bestimmen. Gleicbungen, welcbe die 
Peltier-Warme, die hydro- nnd tbermoelektromotoriscbenKrafte 
nnd vieles abnlicbe genaner definiren, wollen wir als specielle 
Falle vorlanfig nicbt weiter in Betracbfc zieben. 


Zweite Vorlesung. 


§ 3. Betracbtnng der Gleicbnngen als bloss 
empiriscb gegeben. 

Legt man anf die gegebene mecbaniscbe Ableitnng dieser 
Gleicbnngen keinGewicbt, so kannmansicbancbnocb der Hertz 
scben Metbode bedienen. Man scbreibt diese secbs Gleicbnngen 
einfacb bin und bemerkt, dass ibre beste Begriindnng darin 
bestebt, dass darans sammtlicbe Pbanomene in ricbtiger Weise 
folgen. Man bat sicb dann jedenfalls von jeder Hypotbese 
freigebalten. Freilicb muss dann eine bestimmte Definition 
der Grossen P, Q, R yoransgescbickt werden. 

Wir betracbteten dieselben alsGescbwindigkeitscomponenten 
einer zwar nnbekannten, aber docb wirklicb existirenden Be- 
wegnng. Hertz dagegen definirt sie als die Krafte, welcbe 
anf die Elektricitatsmenge Eins wirken wiirden, wenn diese 
an die, betreffende Stelle in das Feld gebracbt wiirde. Eine 
solcbe Definition bat in der Fernwirknngstbeorie nicbts Be- 
denklicbes, da manja nacb dieser in jedemPnnkte Elektricitats- 
naengen bineinbringen nnd wegnebmen kann, obne Position 
nnd Gescbwindigkeit der iibrigen zn andern. Nacb der 
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Maxwell 5 scken Theorie kann dies jedoch nicht okne Aende- 
rung der ganzen Umgebung gesckeken. 

Sckon in dem einfacken Falle, dass man die Hertz’scke 
Definition anwenden will, urn P im Innern eines durckstromten 
Leiters aufzusuchen, koren, sokald man das kierzu erforder- 
licke Lock gebokrt kat, im Innern des Lockes alle elektro- 
motoriscken Krafte auf. Bokrt man aker so scknell nnd bringt 
die Elektricitatsmenge Eins so scknell kinein, dass dadurck 
der Znstand der Umgebnng nickt geandert wird, so ist wieder 
Grefakr vorkanden, dass sick anck die elektriscke Wirkung 
nock gar nickt im Innenranm des Lockes bis zur Elektricitats¬ 
menge Eins fortgepflanzt kat nnd so die Hertz’scke Definition 
von P, Q, B illnsorisck wird. 

Ansserdem muss nock bewiesen werden, dass in dieser 
Definition kein Widerspruck mit dem aufgestellten Ansdrucke 
fur die Energie kegt, da ja nachker aus diesem nockmal be¬ 
wiesen werden kann, dass auf die Elektricitatsmenge Eins die 
Krafte P, Q, JR wirken, was sckon ursprixnglick als Definition 
angenommen wurde. 

Nock eins sei bemerkt. Die Elektricitatsmenge Eins wird 
spater selbst wieder durck P, Q , B definirt, indem 

JL (*J1 , ±Q t dB \ 

\dx dy d%) 
die Definition der Dickte der freien, und 

15n 1 r d(KF) d(KQ) d(KR) i 

4sr L dx ' dy ' d% J 

die Definition der Dickte der wakren Elektricitat ist. Eerner 
keweist Hertz spater ans den Gleickungen, dass in grossen, 
ja in den meisten Kaumen beide Ausdriicke versckwinden. Was 
kat es nun fur eine Bedeutung, in solcken Baumen P, Q, B 
als die Krafte zu definiren, die auf eine kineingebrackte 
Elektricitatsmenge wirken wiirdenP Das keisst, die wirken 
wiirden, wenn daselbst diese Ausdriicke nickt Iiberall Null 
waren, wenn also die betreffenden Gebiete ganz andere Eigen- 
sckaften batten. Man mlisste vielmekr sagen: Um mit der 
Erfakrung in Uebereinstimmung zu bleiben, identificiren wir 
jetzt den Ausdruck 15n mit der wakren Elektricitat, die wir 
sckon friiker als erfakrungsmassig gegeben in die Definition 
aufhakmen. 
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Vielleicht wiirde es geniigen, P, Q, R bloss als Com- 
ponenten eines Vektors zu definiren, welcher in jedemVolum- 
element dx des Mediums eine Energie bedingt vom Betrage 


dr 





+ 


t 


2 

1 1 

t \ 2 


M dt - 

j?A 

+ 

J dx 



— 00 
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Bloss von dieser letzteren, wenn auch etwas bestimmter mecha- 
niscb pracisirten Definition auszugehen, war die Tendenz der 
ersten Vorlesung. 

Die magnetischen Krafte a, b, c oder ce, (3, y nocb be- 
sonders als Krafte, die auf einen Magnetpol Eins wir ken, zu 
definiren, balte ich jedenfalls fur iiberfliissig. Sie sind vermoge 
der Gleicbungen 4 und Dn bereits durcb P, Q, R definirt, 
wenn man dazu nocb die Annahme nimmt, dass sie yor sebr 
langer Zeit Null waren. Dass sie den Kraften proportional 
sind, welche auf einen Solenoidpol wirken, kann dann spater 
aus den Gleichungen bewiesen werden. Stablmagnete sind 
dann als Korper aufzufassen, in denen unbekannte Heine Strome 
fliessen. 

Icb will bierdurcb selbstYerstandlich keineswegs den hohen 
Wertb der Hertz’scben Darstellung in Abrede stellen, sondern 
nur zeigen, wo deren logiscbe Scharfe noch der Erganzung 
zu bediirfen scbeint. 


§ 4. Elektrostatisehes Maasssystem. 

Legen wir eine bestimmte mechanische Analogie zu Grunde, 
so werden die Grossen der vorigen Vorlesung mechanisch de¬ 
finirt sein, und wir werden sie am zweekmassigsten in ihrem 
natiirlichen, d. h. dem dieser mechanischen Analogie ent- 
sprechenden Maasse messen. In dem einfachsten Falle z. B., 
wo F, G, H Verschiebungen sind, haben P, Q,R die Dimensionen 
einer Geschwindigkeit, K aber die einer Dichte, a ist eine 
Zahl, daher v eine durch ein Volum dividirte lebendige Kraft. 
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Bezeicknet man daker mit l, m und t die Dimensionen der 
Lange, Masse nnd Zeit, so kaben wir folgende Gleickungen, 
in denen die eckigen Klammern ausdrucken, dass sie sick nur 
auf die Dimensionen bezieken: 

1 m f [-PJ = It -S [X] = m l- 3 , [<] = & f * 

' l [>] = [1/j/] = m-Ht*. 

Dies sind also dann die Dimensionen in einem bestimmten 
natiirlicken Maasssysteme. 

Allein, da nns die meckaniscke Analogie nickt erfakrungs- 
massig gegeben ist, so konnen wir die Messung in diesem 
Maasssysteme nickt praktisck ausfukren, und selbst die Dimen¬ 
sionen wiirden bei Anwendung einer anderen Analogie andere. 
Fur die Praxis ist es daker notkwendig, dem Maasssysteme 
solcke Grossen zu Grunde zn legen, welcke der experimentellen 
Bestimmung zuganglick sind. Solcke sind die Yerkaltnisse der 
G-rossen K fiir yersckiedene Korper, ebenso die der Grosse 
Bezeicknen wir daker die Wertke won K und p fur irgend 
einen Korper (den Standardkorper) mit K z und fjb t , so konnen 
wir die Yerkaltnisse: 

11 ) K:K Z = D, 

experimentell bestimmen. Als Standardkorper konnen wir Luft, 
aber auck jeden beliebigen anderen zu Grunde legen. 

Praktisck bestimmbar sind ferner die vier Energiedickten 
T\ V 9 JTy IF. Aus der Bestimmbarkeit der beiden ersten folgt, 
dass die seeks Grossen P w ]/jT, Q n ^£, R n yK 7 ct n Yjjb 7 @ n ~)/fa 
YnYfa aus der der beiden letzteren, dass auck die Grossen 
0\K, XljK y ryX und Zy~K bestimmbar sind. Waklt man 
endlick einen Isolator, wo G gleick Null ist, als Standard¬ 
korper, und ketracktet dort Stellen, wo keine ausseren elektro- 
motoriseken Krafte wirken, wo also X = Y = Z = 0 ist, so 
ist, wie man leickt aus der Form der Gleickungen siekt, 
1 / ]/ Xifjbi die ebenfalls experimentell bestimmbare Fort- 
pflanzungsgesckwindigkeit der elektriseken Wellen. Ware der 
Standardkorper ein Leiter, so ware daselbst 1 /]/ pi eben- 
falls, wenn auck complicirter experimentell bestimmbar. 

Setzen wir also: 

C r l * 

K i V x l ^ l 


12 ) 
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so sind auch L und D experimented bestimmbare Grossen. 
Fur die Variabeln P, Q, B, X, Y } Z, a, /?, y erbalten wir alsdann 
ein vollstandig neues Maasssystem, welches wir das elektro- 
statische nennen wollen. Da wir dieses Maasssystem im folgen- 
den immer anwenden werden, so wollen wir die darin ge- 
messenen Werthe einfach ohne Index schreiben nnd erhalten 
daher die folgenden ebenfalls experimentell bestimmbaren 
Grossen: 


13) 


x=x n fE l , r=i; yxt, z=z»fK l , 

. tt = u n ^(tl, = /3 n f]li, y = 7n^iH. 


Da in dem einfachsten natiirlichen Maasssysteme die Di- 
mensionen durch die Gleichnngen 10 gegeben sind, so folgt 
ans den Gleichungen 13, dass im elektrostatischen Maasssysteme 
P die Dimensionen: 

14) IF] = = 

bat. Dieselben Dimensionen ergeben sich fiir Q, R } X, Y, Z, 
cc : 0, y. 

Fiihrt man in die Gleichungen der vorigen Vorlesung 
statt der im natiirlichen Maasssysteme gemessenen Grossen die 
im elektrostatischen Maasse gemessenen ein, so erhalt man 
die folgenden Gleichnngen, die sich natiirlich nur durch die 
Werthe der Constanten nnterscheiden und die wir mit der 
gleichen Ziffer oder dem gleichen Buchstaben, jedoch unter 
Weglassung des Index n bezeichnen wollen. 

A) T = -^(P* + « 2 + iZ 2 ) 


B) 




C) 


D 

dP 

_ &(t 

U 

d t 

d% 

D 

dQ 

dy 

W 

d t 

dx 

D 

dR 

d a 


d t 

dy 


i±-ln±(P + 10 

4±_4.4(0 + J)' 


Boltzmann, Vorlesungen, II. 


2 
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' M da _ d R d Q 

D HT “ ~dy JY 7 
M d$ = dP _ dE 
D d t d% dx } 

M d y _ d Q d P 

D dt ~~ dx dy 7 

r=A-L{XP+ YQ + ZE), 
lf=:A + L{F*+ Q 2 +E 2 ), 

__ — M a ^jLE K — d0 dF 

D 05 ~~ tfy ) D P d % dx 7 U) ^ dx dy 7 

8 ) W=L{F* + Q 2 + E 2 ), 

9) r= -Z[XP+ YQ + ZE). 

Natlirlich ist hierbei auch 

F=F n fK t , G=G n Tj~K l: E=H n fI t 
gesetzt worden. 

Fur den Magnetismus ist dieses Maasssystem das einzig 
iibliche. Fiir die Elektricitat dagegen ist auch noch ein an- 
deres gebrauchlich. Wir behalten uns daher vor, statt 
P,Q,E,X, YZ noch andere Grossen einzufiihren, diesich selbst- 
yerstandlich nur durch einen experimented gegebenenconstanten 
Faktor davon unterscheiden konnen. Hierdurch werden natiir- 
lich dann auch die Constanten der Gleichungen entsprechend 
ge&ndert. 

Ist uns der Standardkorper nicht bekannt, so kann fur 
einen beliebigen Korper aus ^^bloss £P 2 n und dann aus F n 
die Grosse G / X = (C j Kj ). (X z jK) = LjJD bestimmt werden. 
Dies ist also eine Constante des Korpers selbst; man erkennt 
dies auch aus den beiden Gleichungen 0 und D, welche Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit und Absorption der elektrischen 
Schwingungen durch t) und L / 1) ausdrticken.*) Nur wenn 
ausser dem betreffenden Korper auch noch der Standardkorper 
gegeben ist, ist P n im ersteren Korper in dem dem Standard¬ 
korper entsprechenden elektrostatischen Maasse, also auch 
KiP n 2 bekannt; es kann daher L = CjK t auch fiir den ersteren 
Korper bestimmt werden oder noch einfacher, da D bekannt 

*) Vergl. Cohn, Berl. Ber. 26, S. 405, 1889; Hertz, G-es. Abh. 
S. 218. 


D) 


E) 

F) 
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ist, aus der Constanten ZjJD des ersteren Korpers L fur 
diesen gefunden werden. 


§ 5. Grenzbedingungen fur die Trennungsflache 
zweier Korper. 

Aus den Gleichungen C und D konnen wir nach deni 
friiher erwahnten Principe der Continuitat der Uebergange 
ohne Weiteres die Grenzbedingungen fur die Trennungsflache 
zweier Korper ableiten, falls in diesen selbst keine unendlichen 
nusseren elektromotorischen Krafte ihren Sitz haben. 

Wir zeichnen ein unendlicb Heines Kechteck mit den 
Seiten a und £ auf der Trennungsflache. Dieses Flachen- 
element do = a. g der Trennungsflache betrachten wir nicht 
als mathematische Flache, sondern als ein Parallelepiped von 
von der Basis e£ und der Hohe S. Eine nothwendige Voraus- 
setzung flir die Ableitbarkeit besteht nun darin, dass die 
Dicke 8 der Trennungsschicht so klein ist, dass sich Langen 
ffenken lassen, die sehr gross gegenliber 8 sind, aber noch 
immer als Differenziale betrachtet werden konnen. Diese Yor- 
aussetzung hat ihr Analogon iiberall in der mathenaatischen 
Physik, wo immer man Yolumelemente construirt, die gross 
gegenliber den Dimensionen eines Moleciils sind, aber selbst 
noch als Differenziale betrachtet werden konnen. Solche Langen, 
gross gegeniiber 8, aber noch immer unendlich klein, sollen a 
und £ sein. 

Wir legen zunachst den Coordinatenanfangspunkt in eine 
Ecke des Parallelepipeds 8 e £, die Abscissenaxe parallel zu 8, 
die y- und z- Axe parallel zu e resp. £. Fur jeden Punkt 
mit den Coordinaten x, y, z im Innern des Parallelepipeds 
.sollen die Gleichungen D gelten, deren zweite lautet: 

M_dl dP dR 
D dt d% dx 

Wir konnen nun im Innern des Parallelepipeds 8 e £ ein 
Parallelepiped dxdydz construiren, wobei dx, dy und dz 
wiederum unendlich klein gegen 8 sind. Die letzte Gleichung 
multipliciren wir mit dxdydz und integriren iiber das ganze 
Parallelepiped Se£. Dies liefert: 


2* 
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10a) 


dydz-JJdx dy (P l - P 0 ) 
■+ffdydz{S 1 -S 0 )^0. 


Das erste Integral kann auch so geschrieben werden: 

wobei Mdfijdt irgend einMittelwerth aller Mdftfdf ist. Ebenso 
kann das zweite und dritte Integral in der Form geschrieben 
werden — P 0 )Ss resp. — ~R 0 )e^ Da unserer Annahme 
gemass If, /?, 7 , P, Q, R und daher auch deren Differential - 
qnotienten nach der Zeit nirgends unendlich gross und S un- 
endlich klein gegentiber a und f ist, so liefern die beiden ersten 
Integrale der Gleichung 10a durch dividirt, noch immer 
verschwindendes. Daher muss auch der Werth des letzten 
Integrates, durch dividirt, noch unendlich klein sein und 
man erhalt: 

_ = iv 

ist ein Mittelwerth aller Werthe, welche R auf der 
einen (der positiven Abscissenrichtung zugewendeten) Seite des 
Parallelepipeds § a^ hat. Wenn die Function R ausserhalb 
des Parallelepipeds continuirlich ist, konnen wir daher einfach 
dafiir i^, den Werth von R auf der betreffenden Seite der 
Trennungsschicht, setzen. Ebenso fur P 0 den Werth R 0 von 
R auf der anderen Seite der Trennungsschicht. 

Vertauscht man die y- und 2 -Axe und stellt man dieselben 
Betrachtungen^fur /? und y an, so erhalt man: 

J Q x = Q 0 , R 1 = R 0 

a I & = &>> Yi = JV 

Steht die Trennungsflache beliebig und ist n ihre Normale 
an der betreffenden Stelle, so muss die Bedingung 

(i\ - P 0 ) cos {Tx) + (Q 1 - Q 0 ) cos {Ty) + {R ± - R 0 ) cos {Tz) = 0 

fur jede Gerade T erfiillt sein, deren Richtungscosinus der 
Gleichung: 

cos {Tx) cos ( nx ) + cos {Ty) cos {ny) + cos {Tz) cos {nz) = 0 
geniigen, Setzt man zuerst einen der drei Winkel zwischen T 
und einer Coordinatenaxe gleich 90, so folgt: 
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m .. Qt — Qq _ Ii t — /4 

uoHfwx) <‘OH (n y) " pm{nx) 

iiihI obnnso: 

c) rr * ‘ rt ... r» - r<> 

<*<>«(>*&) (’OH (« ;//) t*08(fl 0 ‘ 

Ann don dm Ulmclmngon 1 ) folgt: 

d |rf(,V«) d{M(i) d{M r ) l 

d t 1 djp dy d*x I 

Kino illmlirhu Uloidhung folgt. huh don (iloiohungon 0 , M und 
I > Kind dabni aln mil dnr Zoii nioht veniudorlich voruusgesotzt. 

Wiihlon wir dahor zuniiohst. winder die Normal© m oiner 
KUieho Hcdir rasohem UohorgangB zur .r-Axe, bo orgiobt sich 

d / *^u (/ n) ^ • 

,u ( /J l -i- /; -(>• 

Kflr don Kail, daww in dor zur Al)HoiBBenaxe sonkrochten 
TrermungHnehielit uur A* unendlich, abor J'Xdx-<p m ondlich 
blmbt, limlorn nioh die Gtaiclmngen tfftr or, (i, y nicht, fttr die 

idciktriaclion Krilfto abor arhlilt man: 


hioraus: 


in 


Q t — (J lt 


(i 9 m 

dy 


I d 

4 ,?! d t 


H — H 

/l o 


tl 

d x 


(". l\ - I> U P (I ) 4- 4-.V,) - + *„) = <>.*) 


UebrigeriH glaubo ioh, <1 uhh man diosen Fall immer ausschliessen 
kattn, worm man dio experimented nioht oonstatirbare Span- 
mmgsdifleronz reinor Metalle gleich Null setzt, wo aber elektro- 
motorische Krlifto thlltig sind, ss. B. an dor Gontactstelle zwisohen 
Zti und B() 4 H s , ihron Hpielraum auf eino Schicht ausgodehnt 
nunimmt, dio zwar immer noch dtinn, aber dock aehr dick 
gegonhber tier oben botrachteten eigentliohen Trennungsschicht 
<lt*r boidon Kilrper ist, 

Wslro dio Normals nioht dor ar-Axe parallel, so h&tte in 
obigon Formoln Uberall die Oomponente in der Normalrichtung 
an Btolls der in der Abscissenrichtung zu treten. 

’) Vgl. Mart*, Gen. Abh. p. 'it*. 
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§ 6. Begriff der wahren und neutralen Elektricitat. 
Bild behufs Veranschaulichung der Integrale obiger 
Gleichungen. Erster Zug des Bildes. 

Mit den Annahmen. deren wir zur Erklarung des Elektro- 
magnetismns bediirfen, sind wir biermit vollstandig zu Ende. 
Alles Folgende enthalt nnr Consequenzen dieser Annahmen, 
also Folgerungen aus den Gleichungen, zn denen sie fuhrten. 
Znr Versinnlicbung dieser Consequenzen werden wir vielfach 
nene mecbaniscbe Bilder znzieben; docb bemerken wir schon 
bier, dass wir diese bioss zur Versinnlicbung dienenden Bilder 
von der mecbaniscben Grundlage der Tbeorie wohl unter- 
scbieden wissen wollen. 

Wer unter einer mechanischen Theorie iiberhaupt nur ein 
Analogon verstebt, wird in dem bisber Vorgetragenen wohl 
aucb nur ein Bild erblicken; aber doch bleibt der Unterscbied 
zwischen der mecbaniscben Grundlage der Tbeorie und den 
zur Versinnlichung einzelner Consequenzen derselben dienenden 
Bildern bestehen. 

Einen Korper, in welchem A einen verschwindenden Wertb 
hat, also A = 0 gesetzt werden kann, nennen wir einen Isolator. 
Sind daselbst zur betrachteten Zeit zudem aucb keine ausseren 
elektromotorischen Krafte thatig, so werden aucb X, X, Z nicbt 
in solcher Weise unendlicb, dass die Produkte AX, AX, LZ 
von Null verscbieden ausfielen und man erhalt, wenn man von 
den Gleichungen C die erste nacb x , die zweite nach y, die 
dritte nacb z partiell differenzirt, addirt und wieder, da wir die 
ponderabeln Korper als unbewegt und mit der Zeit unverander- 
licb betrachten, D als unabhangig von t voraussetzt: 

f d(DP) d(DQ) ^ 

dt L dx dy ' d% J 

Die Grosse in der eckigen Klammer kann sich also mit der 
Zeit nicbt andern. Ware sie zu Anfang gleicb Null, so bliebe 
sie, so lange an der betreffenden Stelle selbst keine ausseren 
elektromotorischen Kr&f'te thatig sind, immer gleicb Null; bat 
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sie dagegen durch friiher thatige elektromotorische Krafte einen 
von Null verschiedenen Werth angenommen, so bleibt derselbe, 
so lange er nicbt durcb neuerdings thatige aussere elektromoto¬ 
rische Krafte veraichtet oder verandert wird, ein fur alle Mai 
festgeuagelt. 

Man kann sich die Sache, wenn man will, so Yorstellen, 
als ob der Isolator durch die Wirksamkeit der ausseren 
elektromotorischen Krafte mit einem Fluidum erfullt worden 
ware, dessen Dichte in irgend einem Yolumelemente 


, __ l [d(DP) , d(DQ) , d(DR)-\ 

1& ) £ » - [-fir + + ~d^-\ 

ist, und als ob dieses Fluidum in dem betreffenden Isolator 
vollkommen unbeweglich ware; e w dr ist die mit der Zeit un- 
veranderliche Menge des im Yolumelemente dr enthaltenen 
Fluidums. 


Wir wollen e w dr als die wahre, im Volumelemente dr 
enthaltene Elektricitat, e w als deren Dichte bezeichnen. Den 
Index lassen wir, wo keine Yerwechslung zu befiirchten ist, weg. 
Da die rechteSeite derGleichung 15 ebensogut negative als posi¬ 
tive Werthe haben kann, so werden wir uns die Sache besser 
so vorstellen, dass schon im normalen unelektrischen Zustande 
jedes Volumelement dr eine grosse Menge mdx dieses Fluidums 
enthalt, welche wir dessen neutrale Elektricitat nennen, und 
dass zdr bloss den Ueberschuss resp. Unterschuss iiber dessen 
neutrale Elektricitat bedeutet. m heisst dann die Dichte der 
neutralen Elektricitat, welche im Isolator bei Abwesenheit 
ausserer elektromotorischer Krafte ebenfalls vollkommen fest- 


genagelt ist. 

Die Elektricitat betrachten wir daher als ein bloss zur 
Yersinnlichung der Integrale gewisser G-leichungen dienendes 
Gedankending im Gegensatz zum Aether, den wir fur etwas 
materielles halten. 

Die bisher vorgetragene Anschauungsweise ist die so- 
genannte unitarische. Sie reicht in alien Fallen aus und ist 
die einfachste. Sie lasst aber in einigen Punkten eine gewisse 
Dunkelheit bestehen. Ich will daher lieber hier die allerdings 
complicirtere dualistische Anschauungsweise adoptiren, da mir 
in derselben die Dunkelheiten auf ein Minimum reducirt 
scheinen. Da wir hier nicht mit wirklichen Stoffmengen, son- 
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dem mit blossen Gedankendingen operiren, so ist dies Ge- 
schmackssache und ich ziehe eine grossere Complication dem 
Fortbestehen der leisesten Unklarheit vor. 

Nach der dualistiscben Anschauung giebt es zweierlei 
Elektricitaten, die positive und die negative. Ein Quantum 
der ersteren wird immer mit positivem, eines der letzteren 
mit negativem Zeichen bezeichnet. Im neutralen Zustande soli 
in jedem Yolumelemente dr die Menge: 

?n dr 
2 

positiver und 

md r 

- 

negativer Elektricitat enthalten sein. Enthalt dagegen das 
Volumelement dr die wahre Elektricitatsmenge edr, so stellen 
wir uns vor, dass darin die Menge: 

m + s 7 
—2~ dr 

positiver und 



negativer Elektricitat vorhanden ist. Die neutrale Elektricitat 
ist also die Summe der Absolutwerthe aller darin entbaltenen 
Elektricitatsmengen ohne Rticksicht auf das Zeichen: 


m + e 




dr , 


was wir immer kurz Summe der Absolutwerthe nennen wollen. 
Die wahre Elektricitat dagegen ist die Summe aller Elektrici¬ 
tatsmengen mit Rticksicht auf ihr Zeichen (algebraische Summe): 


( m -he m — s\ , 

Hr-r)"' 

Im vollkommenen Nichtleiter ist also alle positive und negative,' 
sowohl neutrale als auch wahre Elektricitat vollkommen fest- 
genagelt. 

Der Nutzen unseres Bildes springt noch mehr in d^ie 
Augen, wenn wir zu dem Falle iibergehen, wo A, X, Z, 
von Null verschieden sind. Dann erhalten wir, wenn wir von 
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den Gleichungen C die erste partiell nach x f die zweite partiell 
nach y, die dritte partiell nach z differenziren und addiren: 

de w d L(P + X) dLQ?+Y) dL^+Z) r 

16 ) St + Si - + Sy -+ —JS = 

Die allgemeine Integration dieser Gleichung ist selbst fur die 
einfachsten Yerhaltnisse weitschweifig und schwierig; es ist 
daher ein sehr giinstiger XTmstand, dass sich ihre Bedeutung 
durch die schon erwahnte symbolische Vorstellungsweise un- 
gemein leicht interpretiren lasst. 

Wir stellen uns vor, als ob in dem jetzt betrachteten 
Falle die Elektricitat im Iunern der Korper stromen wiirde, 
und zwar die in dem Volumelemente dr enthaltene positive 
Elektricitat mit einer Geschwindigkeit, welche in den drei 
Coordinatenrichtungen die Componenten: 

17) * = £{P + X), v = A(Q + Y), w’ = + Z) 

hat, die negative mit genau gleicher, aber entgegengesetzt ge- 
richteter Geschwindigkeit. Durch ein beliebiges Flachen- 
element do im Innern eines beliebigen Korpers tritt also 
wahrend der Zeit df die Menge 

IS) I^-{8 + N)dodt 

positiver Elektricitat von der einen Seite (s x ) gegen die andere 
(.<? 2 ) hindurch. Dabei ist n die von s x gegen s 2 hin gezogene 
Normale zu do, 

J N = P cos (n x) + Q cos (ny) + B cos (n z), 

1 S — Xcos (nx) + Fcos (ny) + Z cos (n z) 

sind die Componenten der Yektoren (P, Q, R) und (X, Y } Z) 
in der Eichtung n. Durch dasselbe Flachenelement do geht 
in derselben Zeit dt die negative Elektricitatsmenge: 

— L (S + N)dodt 

in der entgegengesetzten Eichtung. Die algebraische Summe 
aller Elektricitatsmengen, welche wahrend der Zeit dt in der 
Eichtung, nach welcher die Normale n gezogen wurde, durch 
das Flachenelement do gehen, ist also: 

20) oadtdo = L(8 -j- N)dtdo, 
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Fallt n mit der Stromungsrichtung der nentralen Elektricitat 
zusammen, so geht co in das liber, was man die gesammte 
Stromdicbte 

i2 = ]/p 2 + q 2 + r 2 

nennt; deren Componenten in den drei Coordinatenrichtungen 
aber erhalt man, wenn man n mit der betreffenden positiven 
Coordinatenaxe zusammenfallen lasst. Diese Componenten 
sind also: 

21 ) p=:mu =L{P-\-X\ q z=mv =Tj{Q-\-Y)i r — mw~L(R-\-Z). 

Construiren wir daher ein Parallelepiped, von dem drei 
aneinanderstossende Kanten die Langen dx, dy, dz haben 
nnd den Coordinatenrichtungen parallel sind, so stromt durch 
die der negativen Abscissenaxe zugewandte (linke) Begrenzungs- 
flache desselben wahrend der Zeit d t die positive Elektricitats- 
menge 

L?~L{P + X)dydzdt 
ein, die negative Elektricitatsmenge 

~P^~{P + X)dydzdt 

aus. Die algebraiscbe Summe aller einstromenden Elektricitat 
ist also, wenn man ausstromende als negative einstromendezah.lt: 
L (P + X)dy dzdt 

Ebenso findet man fur die algebraiscbe Summe der durch die 
vis a vis liegende Begrenzungsflache des Parallelepipeds aus- 
stromenden Elektricitat den Werth: 


L{P + X)dy dz dt + — —^ d x dy dzdt . 


Da dasselbe auch von den beiden anderen Coordinatenaxen 
gilt, so ist die algebraische Summe der gesammten Elektrici¬ 
tatsmenge, welche aus den Parallelepiped wahrend der Zeit d t 
mehr aus- als in dasselbe eingetreten ist: 

dxdydzdt\ - L( ? + X) + dL(Q + Y) + 

* L dx T dy T dx J 

Dabei ist jede eingetretene negative und ausgetretene positive 
mit positivem, dagegen jede ausgetretene negative und ein¬ 
getretene positive mit negativem Zeichen gezahlt. Dies muss 
also die Verminderung — de dr der in dr enthaltenen wahren 
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Elektricitat (der algebraischen Summe aller daselbst befind- 
lichen Elektricitat) wahrend der Zeit dt darstellen. Wir er- 
halten also genau die. Gleichung 16. Die Fiktion eines der- 
artigen Fluidums ist daher ein willkommener Behelf, uns die 
wahre Bedeutung dieser Gleichung und den Verlauf der durch 
sie ausgedrtickten Erscheinungen zu veranschaulichen. 

Die Summe der Absolutwerthe aller in dr enthaltenen 
Elektricitat, also die daselbst enthaltene neutrale Elektricitat, 
wachst demnach wahrend d4 um den Betrag: 

l_ dT d J dLe(P + X) dLs (Q + Y) dLs(B + 2) 1 
m L dx dy ' d% J* 

Da wir m immer als gross gegen a yoraussetzen, ist dieser Be¬ 
trag klein gegen die urspriinglich in dr enthaltene neutrale 
Elektricitat mdr , und wir miissen unser Bild durch die An- 
nahme yervollstandigen, dass die in dieser Weise bewirkte 
kleine Aenderung der neutralen Elektricitat an den verschie- 
denen Stellen des Eaumes sich rasck wieder ausgleicht, ohne 
zu beobachtbaren Erscheinungen Veranlassung zu geben. 
Uebrigens werden wir sehen, dass a im Innern der Leiter, wo 
allein bemerkbare Stromung stattfinden kann, nur wahrend 
verschwindend kurzer Zeit einen you Null verschiedenen 
Werth haben kann, dass also einer der Faktoren L oder a 
immer verschwindet, so dass diese Anhaufung neutraler Elek¬ 
tricitat bei beobachtbaren Erscheinungen iiberhaupt aus- 
geschlossen ist. 

§ 7. Zweiter Zug des Bildes. 

Wir konnen uns die fingirte Bewegung der neutralen 
Elektricitat noch weiter durch die Vorstellung versinnlichen, 
dass sie durch aussere Krafte erzeugt werde. Die einfachste 
Annahme ist dann, dass die neutrale Elektricitat sich mit 
grosser, ihrer Geschwindigkeit proportionaler Keibung bewegt, 
so dass ihre Geschwindigkeit der auf sie wirkenden Kraft pro¬ 
portional ist. Ware also x die Kraft, welche auf die Mengen- 
einheit der positiven Elektricitat wirkt, §, £ deren Compo- 

nenten in den Coordinatenrichtungen, so miissten diese pro¬ 
portional den Grossen P-f- Q + F, P + Z sein, so dass 
man hatte: 

£ = P(P + X), i = + £ = £{lt + Z). 
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Vergleioht man dies mit don tilaichungen 17, ho ergtebt 

sich der ProportionaliUitsfaktor /,wisdom der GeHehwindigkeit 
der neutralon Klekirioitiit und der Kraft, welohe auf denm 
Mengonoinheii wirkt, gloioh 

<{ 

und es ist: 

L „ I . /. .. 

" ' m It*' m a ''' " m It -' 

Urn H m bestimmen. mlissen \vi r die in uiHerem Bdde 
dureh lteibung dor notiiralon Hlektrir.itiit entwiekelte Witrme 
mit dor wirklich ontwiekolt on vergleirhen. K\porimeutell voli» 
kommen klar goatolll sind lusher nur die Vorgiinge an den- 
jenigon Stollon, wo koine auHseron iil<ektrom<>torisehou Krilfte 
wir ken. Betraehten wir also zunilelmi nur solrhe Stollon* 
Hotzori also: 

.V - i . Z ■ U . 

und veniachliissigen zudoin t gogen m . Ilium ist hit Velum* 

olemento dr einfach die positive Mirktricdtiltsmenge 

m d t 
2 

und die gleicho negative Kick trio iUlUunengo enthalten; jede 
bewegt sich mit dor GeBchwindigkeit ?/', orstere in der posi¬ 
tive!*, IctzUiro in dor negativon AhttittHenriehtungi auf jode 
wirkt in dor Riehtung ihrer Bewegung die Kraft m£dr t 2, ho 
dass im Volumolomonto dr in dor Zeit dt in minerem Bilde die 
Arboit: 

m dtdx (| it + // v -f- £ id) dt dr H L (I M -f * i/ 1 ( R % ) 

(lurch Ueberwindung der Roibuiigskrilfto in Wiinno vorwaudolt 
wird* AmlororsoitH fandon wir fllr die Joulo'seho Wiirmo die 
Wleiehung 8. Damit boido UbemuHtimuien, iiiIIhhoii wir not/,on: 

B 1 * 

An don Stelien der Wirknumlwit tiusserer elektromoto- 
rischor Kr&fto, also wo A, ), Z von Null vemthiedan sind, 
wiircl© dutch Roibung dos cdoktrisclieti FluidumM die Wirmo; 
m d td x (£ u f + zy v + £ w) ** dtdx l [ (P d I) 3 ^ |* i‘) a «f {ft 4 X) 1 ] 

entwickelt werden, was mit der Gleiehung V nur iiberoinstiinint, 
wenn wir dem A den Worth 102 (vgk Vorl. 14 § SO) ortheilen. Uni 
andere Worth© von A in unserem Bilde d&rzustelfen, mltsti* 
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man eine neue Hypotbese binzufiigen, z. B. die einer be- 
sonderen Anziehung der ponderablen Molekiile gegen die elek- 
triscben Fluid a an den Stellen der Wirksamkeit ausserer 
elektromotoriscber Krafte. Doch wollen wir hiervon um so 
mehr abseben, als die betreffende Liicke aucb in der Max- 
well’scben Tbeorie noch nicht ausgefiillt ist. 

Unter den gemachten Voraussetzungen nnd Einschran- 
knngen liefert unser Bild auch den Energieumsatz in ricbtiger 
Weise. Es ist dann: 

22) | = P+J, = § + £=P + 7. 

Wir bezeicbneten die algebraische Summe aller Elektricitat, 
welche in der Zeiteinheit durch eine senkrecht zur resp. 
y- oder z -Axe gelegte Flacbe vom Querschnitt Eins bindurcb- 
gebt, als die betreffende Componente p, resp. q oder r der 
Stromdicbte und die algebraiscbe Summe aller Elektricitat, 
welcbe in der Zeiteinbeit durcb eine bebebige Flacbe 'vom 
Querscbnitt Eins bindurcbgebt, als die Componente co der 
Stromdicbte senkrecbt zu dieser Flacbe; wenn aber die Flacbe 
senkrecbt zur Stromricbtung ist, als die gesammte Strom¬ 
dicbte £2. Fur alle diese Grossen folgt also aus den Glei- 
cbungen 21 : 

f p~Zg = Z(R + 2), q = Zi = Z{Q+7) 

23) | r = L £ = 1 (22 + Z), co = L (S + N). 

I £2 = Lv x = zyjVi* + V - 2 N x 8j_ cos (i\f 8^), 

•wo v l9 N x und S 1 die Langen der Vektoren (£, 17 , £), (P, Q, R) 
(X, 7 \ Z) sind. Die Gleicbung 16 besagt, dass der Zuwacbs 
der wabren Elektricitat in jedem Yolumelemente gleicb sein 
muss der Menge neutraler Elektricitat, welcbe mehr ein- als 
ausstromt. Dasselbe muss aucb von einem beliebigen end- 
licben Baume P, der von einer beHebigen gescblossenen Flacbe 
nmgrenzt ist, gelten. Die darin entbaltene wabre Elektricitat 
ist fedr , wo die Integration liber den ganzen Baum T zu 
erstrecken ist. Die w’abrend der Zeit d t eintretende neutrale 
Elektricitat ist: 

dtfw do , 

wo die Integration iiber die Begrenzungsflacbe des B-aumes T 
sicb erstreckt und die Normale n nacb mnen zu ziehen ist. 



Es ist also: 


_d_ 
d t 


f sdT= f 


co do , 


oder, wenn man die Werthe substituirt: 


[ J_ d_ r, \ d(DP) d(D Q) d(DR) 

24 j J 4:7t dtj r [ dx dy d% 

| = fdoL [(P+ X) cos (nx) + ( Q -+- T) cos [ny) + (R + Z) cos (n z)\ 

Da in einem Isolator, in dessen Innern keine elektro- 
motorischen Krafte wirken, sowohl die wahre als auch die 
neutrale Elektricitat vollkommen festgenagelt ist, so folgt un- 
mittelbar, dass in einem Systeme von Korpern, welches rings 
von einem derartigen Isolator umgeben ist, die gesammte 
Quantitat der wahren Elektricitat weder vermehrt noch ver- 
mindert werden kann, dass also z. B. im ganzen Universum 
immer genau gleich viel positive wie negative Elektricitat er- 
zengt werden muss. Die Gieichung 24 kann naturlich auch 
ohne unser mechanisch.es Bild durch partielle Integration aus 
der Gieichung 16 abgeleitet werden. 

Wir sahen, dass man P, Q, R, X, Y, Z auch in einem an- 
deren Maasssysteme messen kann. Wir bezeichnen die in 
einem beliebigen Maasssystem gemessenen Grossen mit dem In¬ 
dex h. Dann ist, wenn wir mit h eine beliebige Constante 
bezeichnen, zu setzen: 


18h) 


P = Pn/h, Q = Qh/h, R = R h /h , 
X = Xft/A, r= Yn/h, Z = Z k /h. 


Die Annahme der letzteren drei Substitutionen empfiehlt sick, 
damit X,Y,Z wieder einfach zu P, <2, R addirt erscheinen. Die 
Gleichungen A und D gehen dann iiber in: 


Ah) T =SwW+W+ B fi> 

hM d “ _ dR h d Q h hM d@ _ dP h d£ h 
® dt dy dx, ’ D dt d% dx T 

hM _ d Qh dP h 
D dt dx dy 

Es ist gut, die wahre Elektricitat jetzt so zu definiren, dass 
P/i, R h wieder die Krafte auf die Elektricitatsmenge Eins 
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sind. Die Dichte der wahren Elektricitat im neuen Maass 
gemessen ist dann: 


15h) 6* 


±_ = 1 / *{*>*>*) d{DQ h ) d(DR h ) \ 

h 4 7th? \ d x dy ' d% ) 


Auch in p, q } r, co und Zl haben wir statt der elektrostatisclx 
gemessenen dann die im neuen Maasse gemessene Eiektricitats- 
menge zu substitniren und fugen deshalb den Index h bei. 
Unter p h z. B. ist die im neuen Maasse gemessene Elektricitats- 
menge zn verstehen, welche in der Zeiteinheit durch. eine auf 
der Abscissenaxe senkrecbte Flacheneinheit hmdurehgeht, so 
dass wir erhalten: 


21b.) p =p h . h , q = qu.h 7 r = r h .h, co = co h .h , £2 = £2 h .h. 

Damit nun wieder die Gleichungen 8, 9 und 23 keinen be- 
sonderen Faktor erhalten, flibren wir noch statt der elektro- 
statisch gemessenen Leitungsfabigkeit L eine neue Constante ein: 

12h) Z h = Z/h* 

(die im neuen Maasse gemessene Leitungsfahigkeit), so dass 
wir erhalten: 


23 h) 

-8h) 

9h) 

€h) 


ph = Z h [P h + X h ) j q h = L-h (Q h + Yk), r h = Zh (R h + Zp) 7 
COh = Zh (J^h + Sh)‘ 

W = L h {P h 2 4- Qh 2 + Rh 2 ) 

I = — Zh {Ph + Qh Yh -f- R} t . Zh) 


D dP h 
AD dt 


d§ 

d% 



h L h 

D 


{Ph + Zh) 
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§8. Besonderer Charakter der nun zu suckenden 
Integrale. 


Die entwickelten Gleickungen stellen im Allgemeinen eine 
Wellenkewegung dar. Betracktet man einen komogenen Korper, 
in dessen Innern keine aussern elektromotoriscken Kraffce wirken, 
setzt also D und L constant, X = Y = Z = 0, so liefern die 
Gleickungen C und 15: 


d s 
d t 


+ 


4 n L 
D~ 


6 = 0 


? 


25) ( also: 


6 = A e 


■In Lt / D 


War nun irgend einmal der Korper unelektrisck, und 
kaken seitdem in seinem Innern keine aussern elektromotoriscken 
Krafte gewirkt, so muss auck damals die letzte Gleickung ge- 
golten kaken. Da afcer damals 6 = 0 war, so muss auck 
A = 0 und daker fur alle Folgezeit 6 = 0 sein. Da D con¬ 
stant ist, folgt weiter : 

dP _j_ d Q i dB _ o. 
dx dy dx 

und man erkalt aus der ersten der Gleickungen C, indem man 
fiir /? und y deren Wertke aus den Gleickungen D sukstituirt: 

MZ>X^-+ 4® ML^=WAP 

wokei: 

A - — 4 - — 4 . JL 

dx 2 dy 2 dx 2 ji 

ist. Analoge Gleickungen gelten fur jp und %. Fiir L = 0 
werden kierdurck kekanntermaassen Transversalwellen von der 
Fortpflanzungsgesckwindigkeit : 

D 

yww 

dargestellt. Hat L einen von Null versckiedenen Wertk, so 
werden die Wellen gedampft (Absorption) und die Fortpflan¬ 
zungsgesckwindigkeit ist fiir versckiedene Sckwingungsdauern 
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verschuulnn (Dispersion). Wir bofriedigon die Uloidmngen, 

wenu wir set/.on: 


n „ a* <* Mi.x m ( x 

<* <' ('.oh n t 


woIho B uih! n boliehige Ooustauton situl, wogegen man hat: 


21j) 1 \I M h a M ' AI ^ 

*t {/ ‘JU’*’ V 4W ‘‘ // a ®» * 

Dies stellt cine Tran •iviTsnlwrllo dar, deron Fortpflimzungs- 
gosrhwimligkeil a ist. Wir wollon die Bcdiandlung dor Ge- 

hoIzo dieser Wollonbewogungeu oinem viol spliteren ivapitol. 
vorbehalfen und Idor nor beiimrken, dass ihro Forlpllanzungs- 
•srhwindigkeit aussorordenHirh gross (win die Idohtgeschwm- 
digkeit 1 inf, Im Dalle, wo L . 0 ist, muss also ^ DM j \) aussor- 
ordenflieb klein seiu, J )a in Formed 20 dor Wur/o burnt l ruck 
miter dom orstiot Wur/el/eiolien jodentalls mil posiliven Zeiohen 
gouomimm werdeu mass, ho folgt, daws aueh, worm L vote Null 
vomditodem Bl, D l//|1 kloin wie die roeiproko Fortpllan- 
zuiigHgi‘HrIiwiiidigk«di dor Wellen odor noch kloiner ho in uxubh. 

Dio Bereelmung don gnsanimton Vorlaufon dor (lurch oine 
beliebige tdeklroiungnotiHoho M Wrung horvorgerufonon Wellen 
nt-osst mm Midlmt in don eiufaelmton Filllon auf fast unftbor- 
windliehe nmthoiimtisehe Hehwierigkeitnm Dubh oh trotedem 
mflglicb int, in victim Filllon wohr eiufaeho (Josotzo aun den 
(Heiehungen uhy.uloitou, venlankon wir (dnom gihintigon Urn- 
«tnndf% demum Wonon ieb xuniiohst an oinigen Beinpiolon aus 
dm* FJa»ftriifiitdehre orlllttfern will, 

OeKotKt, wir billion cine genpannlo Saito odor Sclmur. 
Dor nine Fndpunki A dermdben hoi vollkommon fix, dein 
andorou Fndpunkte H worde mit dor Hand odor Honntwie oine 
ganx btdiehige Uowogung nenkreeht /air urnprllnglich goradon 
Linte A li erfheitk Im Allgemoiium wordon dadurch Wollon 
on tn token, weieho in A reiloktiri wordon, und doren Gcmammt- 
romiltat bald tmr mohr durch lango Hummenformeln auwdrttdk- 
bar int, Wonit aber die Bowogttng dos Punk ton B bo langBam 
geMohioht, daxH die Wdlenllinge sahr gross gegon die Fallen- 
tikige wt, ho wird koine Spur von Welienbewegung bemork- 
bnr Htun. 

So oinfacb und bekannt dies ist, bo Bind dock die mathe- 

IIftlt 11*1 hi n, VorlwuHtctm, II. 8 
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matiseben Bedingungen der Bewegungsart, welcbe der Faden 
im letzteren Falle macbt, meines Wissens noch nie genau 
gepriift worden. Gerade diese Bewegungsart spielt aber fast 
uberall eine wichtige Rolle, wo Massen, die in einer Linie, 
Flaebe oder im Raume continuirlicb vertbeilt sind, sebr lang- 
sam zur Bewegung angeregt werden. Sie ist keine stationare, da 
sie nacb langer Zeit ihren Charakter vollig verandern kann, 
eber konnte man sie als angenabert stationar oder besser als 
langsam gegeniiber der Wellenfortpflanzung in dem in Betracbt 
kommenden Gebiete bezeicbnen. Um diesen Begriff scbarfer zu 
fassen, wollen wir in dem eben besprochenen einfacben Falle mit 
w irgend eine Grosse bezeicbnen, die sicb auf den Zustand des 
Fadens an einer Stelle beziebt; z. B. die Entfernung der be- 
treffenden Stelle yon ibrer Rubelage oder die daselbst berr- 
scbende Gescbwindigkeit etc. Ferner bezeicbnen wir mit a die 
Fortpflanzungsgescbwindigkeit der Transyersalwellen in dem 
Faden, mit l dessen Lange. Damit die Bewegung von der 
gesucbten Bescbaffenbeit sei, muss die Anregung folgende Be- 
dingung erfiillen. Es muss 

1 d 2^^ 

a dt 


klein gegeniiber den in Betracbt kommenden Veranderungen 
des Wertbes von w, also namentlicb Hein gegeniiber der Diffe- 
renz zwiscben dem grossten und kleinsten der vorkommenden 
"Wertbe des w sein, was wir etwa in der Form scbreiben 
konnen: 


27) 


l dw B 
a dt 


h ^max ^min 5 


der Index B driickt dabei den Wertb an dem zur Bewegung 
angeregten Ende B aus. Wenn w eine Lange und w m&x — w? min 
von der Grossenordnung l ist, so wird einfacb dwjsjdt klein 
gegen a. Fur die Bewegung an irgend einer Stelle, die wir 
durcb ibre Entfernung x vom fixen Ende A cbarakterisiren 
wollen, wird dann immer 


28) 


1 dw yj dw 
~aTt L ' 9 ' 


sein. Fiir die Wellenbewegung ist ja 
w = f(x + a t) 1 
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daher: 


1 dw 
a dt 


, dw 
d x 


28 giebt also in der That die Bedingung, dass die Geschwin- 
digkeit, mit der sich w anderfc, fiir die angeregte Bewegung 
yiel kleiner ist, als im Falle bemerkbarer Wellenbewegung. 

Bezeichnen wir mit y die Entfernung irgend eines Theil- 
chens des Fadens von dessen Ruhelage, so hat man bekannt- 
lich fiir y die partielle Differentialgleichung: 


29) 


1 d 2 y = d 2 y _ 
a 2 dt 2 dx 2 


Da fur die gesuchte Bewegung nach 28 

l cPy 


a 2 d P 


gegen 


und dieses wieder gegen 


d 2 y 
dxdt ‘ 

d 2 y 
~dof 


yerschwinden muss, so reducirt sich dieselbe angenahert auf: 

d 2 y 


dx 2 


= o, 


was liefert: 

y = x <p {t) + 'ip (4 

und da fiir x = 0, y = 0, fiir x — l aber y gleich einer vor- 
geschriebenen Funktion f(t) yon t sein muss, so folgt: 

Da wir hier nur Annaherungsrechnung treiben, so hat es natiir- 
lich keine Schwierigkeit, nach bekannten Methoden den Grad 
der Annaherung weiter zu treiben. Bezeichnet man den ge- 
fundenen Werth yon y mit y v und setzt y = y x + y 2 , so liefert 
die abermalige Anwendung der Gleichung 29: 


80) 


y 


wobei cp und yj jetzt so zu bestimmen sind, dass y % fiir x ■ 
und x = l verschwindet; es ist also: 

A 


jyr 
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Man wiirde so eine Eeihenentwickelung erhalten, deren Con- 
vergenz freilich eine begrenzte ist, welclie aber, so lange sie 
convergirt, natiirlich mit der Losung durch willkiirliche Funk- 
tionen oder dem allgemeinen Integrale ubereinstimmt. 

Das Analogon zu dieser Eeihenentwickelung bildet im 
elektromagnetiscben Probleme die Beriicksichtigung der elektro- 
statiscben Wirkung veranderlicher elektrischer Strome, der 
ponderomotoriscben Wirknng erloschender Eingmagnete etc. 
In der Eelation 28 sind die Differentialquotienten einer nnd 
derselben Grosse mit einander verglichen. Will man die 
zweier verschiedener Grossen u nnd v vergleichen, so mnss 
man bedenken, dass wahrend der Bewegung sich immer leben- 
dige Kraft in Arbeit und nmgekebrt umsetzt, also der Zn- 
wachs der lebendigen Kraft und der Arbeit immer yon gleicber 
Grossenordnung sein mnss. Die Differentialquotienten dieser 
Grossen konnen daher gerade so verglichen werden, wie in der 
Eelation 28 die Differentialquotienten einer einzigen Variabeln w. 
Um dies zu versinnlichen, betrachten wir wieder eine elastiscbe 
Schnnr AB, deren eines Ende A fix ist, und charakterisiren 
irgend einen Pnnkt C der Schnur durch seine Entfernnng x 
yon A. Das andere Ende B soli aber jetzt longitudinal in 
der Eichtung der Geraden A C hin- und herbewegt werden. 
| sei die ebenfalls longitudinale Yerschiebung des Punktes C 
gegen B hin, deren Werth fur x = l = AB. Wir konnten 
diese Aufgabe natiirlich gerade so wie die vorige behandeln, 
wollen aber jetzt die elastische Kraft p auf die Einheit des 
Querschnittes im Punkte C einfuhren. Ist B der Elasticitats- 
modul, so ist 

r dx 

Die lebendige Kraft des Fadenstiickes von der Lange dx ist: 

q q dx I d f \ 2 
2 \~dT) 7 

wobei q die Dichte der Snbstanz des Fadens ist. Die Arbeit 
der elastischen Krafte in demselben Fadenstiicke ist be- 
kanntlich: 

qdx jp(d£y 
2 E \dx ) ’ 

q ist der Querschnitt des Fadens. Da beide Grossen sich in- 
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oinamler umsotzen miisso.n, wonn Wollonbowoguug stattitudot, 
so mllssen ihro Zawaohse. vou dorsolbon Grossenordnung sein. 
Set/, on wir clahor: 


u 


<n 

d t 



v 


r/f 

f/.r’ 


ho mlksson nueh die Zuwiiehso von v und n von dors alb an 
Urbssonorduung soin. F(h* <1 its gogonttbor dor Wollonbewogung 
lattgsamo Bowegung muss (labor (mlsproolumd don Relational! 28 


nirlit nur gogon 

d u 


d x 


i ii a 
tt <u 

sondorn aueh gogon 


verschwimhm, ohonso: 


»») 


I 

a 


(i r 

(ii ffWMl 


d u 
tlx * 


Wir kuiinoii mm die BtMvogunKHgltdc.hung: 

,p i _ i <i s i q <p 4 

d x % a* d t* K d f* 

filr die longitudinnltm Nehwingungon dor Sohnur in dor Form, 
sohroibon: 

d r I d u 

d x a d i 

und hokommon dahor flip die genu elite Bowogung angomihert: 

dr _ f/’l 
(l x d „r a 

wio frtlhon 


§ H» Anwondiing don vorigon Baragraphon auf Aoro- 
dynamik und KlektrioiUitBlohre (Asone, aphote Be- 

wnguug). 

I Ho im vorigeu Paragraphcm angeflihrton Beispiele or- 
sehaimm von fast kiudinoimr Einfaehhoit; do eh Bind sie die 
vollkommanen Analoga m den Lakungcm der Grundgieichungeri 
dtsH KU&tromitguotismus, wtdeha wir zunliehst m betraehten 
haben. Wagon dor euorman FortpftanzungBgoschwindigkcit er- 
asougen nilmlitdi idle hisher hekanntou eloktromagnetisehen Er- 
rtjguiigon blosH Bowegungon don Aethers, welche dan eben be- 
nprocheneii Charakter haben, mil oinziger Ausnahme der Lieht- 
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ersckeinungen und der von Hertz entdeckten elektrischen 
W ellen, wo aber anch in Entfernnngen von der Erregungs- 
stelle, welcke klein gegen die "Welleniange sind, die Bewegung 
nock nakezu den Ckarakter der eben besprockenen kat 1 ); ich 
werde darauf in einem spateren Tkeile dieser Yorlesnngen zu- 
ruckkommen. 

Eine ersckopfende Analyse der Natur der besprockenen 
Bewegung wiirde mick yiel zu weit ftikren; dieselbe mtisste 
jedenfalls zur Bedingung 27 fur die Anregung nock die weitere 
kinzufiigen, dass dieselbe nicht allznlange mit einer Periode, 
welcke ein exaktes Yielfackes der Sckwingungsdauer irgend einer 
Eigensckwingung des angeregten Korpers ist, gedauert kaben 
darf, da dann, besonders wenn jede Dampfung ausgescklossen 
ist, ein Ausnakmsfall eintritt. 

Nock eines Specialfalles will ick im Yorubergeken Er- 
waknung tkun, namlick der Bewegung eines Gases, in welckem 
der Druck p auf die Flackeneinkeit und die Dickte g durck 
das Gesetz p = Cg n verkniipft sind. Sind u, v, w die Ge- 
schwindigkeitscomponenten an irgend einer Stelle, so ist 

U 2 V 2 + w 2 


die lebendige Kraft der Volumeinkeit. Die Sckallgesckwindig- 
keit ist: 

a = ^nC g n ~ 1 . 

Die Arbeit in einer Gasmasse, welcke bei der Dickte q 0 die 
Yolumeinkeit erfullte, ist: 

?o fp d -y = “I ?*“ 1 + const - 

Es sind also die Zuwaekse yon 

g v? und — g n — 1 

yon derselben Grossenordnung; daker auck die der Quadrat- 
wurzeln dieser Grossen, und wenn man yoraussetzt, dass g 0 
und g yon derselben Grossenordnung sind, auck die von 

QU und 

oder, wenn n]n— 1 eine endlicke Zakl ist, die yon gu 

*) Yergl. Hertz, Ausbreitung d. el. Kraft, S. 151; Wied. Ann. 
Bd. 36, S. 5, 1888. 
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und a q . (Fiir n = 1 muss der Beweis besonders gefiihrt 
werden, was ich hier bei Seite lasse.) Setzt man daber: 

a q — k, qu = Z, ov = m, p to = n, 
so sind die Aenderungen dieser Grossen yon derselben Grossen- 
ordnung. Die Continuitatsgleichung nimmt daher die Form an: 

1 dk ^ d l . dm dn _ ~ 

“ ~df + ~d"x + ~dtT + ~~d^ ~ 

Es muss daher nach den friiher aufgestellten Principien das 
erste Glied gegen jedes der iibrigen verschwinden, und man 
hat angenahert: 

dl dm . dn _ ~ 

dx ‘ dy "* dz ~~ 

War die Dichte anfangs iiberall dieselbe, und bewegen sich die 
Umhullung und etwa eingetauchte Korper so, dass das Vo- 
lumen nicht verandert wird, so wird daher die Dichte immer 
nahezu dieselbe bleiben, und das Gas sich wie eine incom¬ 
pressible Fliissigkeit bewegen. Aendert sich das Volumen, so 
konnen auch langsame, aber in der ganzen Gasmasse immer 
nahezu gleiche Dichtenanderungen vorkommen. 1 ) Bei ent- 
sprechender Anregung kann die Stromung auch wellenartig 
sein, z. B. wie die Wellen einer incompressiblen Fliissigkeit. 
Man muss also sagen: die Bewegung ist langsam beziiglich der 
Ausbreitung der Schallwellen in dem in Rede stehenden Raume, 
wofiir wir mit einem Worte ason sagen wollen. 

Ueberhaupt konnen derartige Bewegungen auch noch den 
Charakter von Schwingungen haben; so kommt z. B. den 
Transyersalschwingungen einer gespannten, an beiden Enden 
befestigten Saite, welche in der Mitte mit einer im Vergleich 
zu ihrer Masse sehr grossen Masse belastet ist, oder eines 
Drahtes, welcher, unten mit einem Gegenstande von sehr grossem 
Tragheitsmomente belastet, Torsionsschwingungen macht etc., 
ganz der Charakter dieser Bewegungen zu. 

Dasselbe gilt auch Tom Aether. Wir wollen daher Aether- 
bewegungen, wobei die Anregung so langsam erfolgt, dass 

x ) In den hydrodynamischen Bewegungsgleiehungen sind die Yer- 
anderungen von qu 2 und p = G q n von derselben Grossenordnung; es 
konnen daher die Aenderungen von q, nicht aber die von p vemach- 
lassigt werden. Es bleiben daher die ubrigen hydrodynamischen Bewe- 
gungsgleichungen unverandert. 
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Wellen von der Fortpflanzungsgescbwindigkeit des Lichtes oder 
der Hertz’scben Wellen ausgeschlossen sind, mit einem Worte 
als apbot bezeicbnen, wobei wir freilicb unter tpcog nicht bloss 
die auf die Netzhaut wirkenden Aetberscbwingungen, sondern 
auch die strablende Warme nnd Hertz’sclien Scbwingnngen 
versteben. Dabei konnen nocb immer langsamere stebende 
Scbwingnngen, z. B. oscillirende Condensatorentladungen, statt- 
finden, aber die dnrcb sie erregten Hertz’scben Wellen sind 
in Raurnen yon den Dimensionen der Laboratorien, ja selbst 
der Erde, absolut unmessbar. 

Wir baben bereits bemerkt, dass abgeseben yon den Er- 
scheinungen des Licbtes nnd der strablenden Warme nnd der 
Hertz’scben elektriscben Scbwingnngen alle bekannten Er- 
regnngsarten elektromagnetiscber Erscbeinnngen wegen der 
enormen Portpflanznngsgescbwindigkeit der elektromagnetiscben 
Wellen den Bedingnngen 27 geniigen nnd daber apbote Aetber- 
bewegnngen erzengen, bei denen die eigentlicbe Wellennatur 
des Elektromagnetismns vollig verborgen bleibt. 

Um die den Beziebnngen 31 analogen fur den Aetber zu 
finden, mussen wir bedenken, dass dabei, wenn tiberbaupt 
zwiscben den Grossen P, Q, JR einerseits nnd a , /9, / anderer- 
seits ein bemerkbarer Umsatz stattfindet, das Princip der Er- 
baltnng der Energie gewabrt bleiben muss, also die Zuwacbse 
der in den Gleicbungen A nnd B recbts stebenden Addenden, 
daber ancb die von 

P~fD, Q]n>, Rfz>, ccfM, pfM, yfM 
nnd da B nnd M endlicbe Zablen sind, ancb die von P, Q , P, 
a 1 /?, / von derselben Grossenordnung sein mussen. Diese 
Grossen spielen also die Rolle der in der Relation 31 mit 
u nnd v bezeicbneten Grosse. 

Nun ist aber $ die Fortpflanzungsgescbwindigkeit der 
elektriscben Wellen im Luftraume. Entsprecbend der Beziebnng 
31 muss daber in den Gleicbungen D die linke Seite gegen die 
Glieder der recbten zu vernacblassigen sein nnd man erbalt: 

oq\ dP _ d Q dP _ dR d Q __ dP 

' dy d% ’ dx, dx ’ dx dy 9 

Pindet dagegen kein nennenswertber Umsatz zwiscben den 
Grossen P, Q,P nnd statt, so mnssen eo ipso in den 
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<iI(Mclitnif'<m I) die (Hinder, weleho die orateron droi Grosaon 
mthalUm, separat, verschwiiiden und eboimo die, wolche die 
letztenm enthallei), was winder y,u den Gleioliungon B2 flUirt. 
Ann deuHi'lben folgt,: 


:»:») /’ « ~ tl . v , Q - - d ’ p , H « - d . 9 . 

dx f <*/ // ’ 

Wir brnuehen mm nur mehr cinodloiclmngzurBofitimmung 
von </-, uml <la ist os am boston, die KliminutionHgleudiung 
von (i i y mls ( ' ( ‘ n Gloielmngen 0 m bontttzon, also die 
Gloiolmng: 

1 ,/ j d\P P) d(P Q) dif) It) | , d L(P + X) 

4 /* d t I d x d tj d % J ‘ d x 

l(il ^ , n dwt+'/) . 

•t- ■+■ d . ~ u » 


weleho, da win olme jcule VornacddliBnigung gebildet ist, unter 
alien UmnUlndon gelteu muss* Wir klkmen jetzt aus Ida 
and llll die UrdHHtm J\Q t fi ganz tuiabh&ngig von a, ft, y be- 
Htimmen, wozu wir noibrt im niiehston Paragraph schreiten 
wollotu 

Wir bemerken tdor nur noeh, dass fiir die aphote Be- 

wegung huh deniHolhon (Jrundo in den Uleiehungon C die link© 
Hoite verHohwiiulot. Man erhlilt tlaher, wenn L ©inen sehr 
groHHtm Worth hat: 


»■*) 


dfi 

d \ 


d f 

d y 


4 /i I< 
1 
d « 
d a 


{P+ X), 


df 

dm 


d (* 

' d\ 


4 n L 


(Q+r), 


d x 


4 m L 

1 


{tt + %). 


fat dagogan h kioirt, ho folgt oinf&ch: 


4 fi d f d f ^ dn ^ dm _ d§ ^ q 

d i "df dx d v *** Uy dm 

Earner folgt noeh, ehonWk un&bh&ngig von jeder Vernach- 
libougung, auit I): 

d |"rf( Mm) d{M(i) . d{My) 1 q 

dt I dx ' dy ^ dx J 

Die Batraehtungan dieses Faragraphen, sowi© Ihniiche, 
die wir apliter noeh Often* anatellan. warden, sind natttr- 
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licb ftir denjenigen vollkommen iiberflussig, der sicb nacb 
Kircbboff’s Vorgang gewobnt bat, zuerst bloss partikulare 
Integrale der allgemeinen Differentialgleicbungen binzuscbreiben 
und erst nacbher deren pbysikalische Interpretation zu sucben. 
Derselbe ist jedocb im besten Falle nicbt reicber als wir, wenn 
wir nur, nachdem wir tins den pbysikabschen Grund zu ver- 
anscbauliclien gesucht baben, warum gerade diese partikularen 
Losungen eine so wicbtige Eolle spielen, und warum nicbt 
nocb andere eine gleicb wichtige Eolle spielen, nocb jedesmal 
den Nacbweis liefern, dass die gefundenen Wertbe aucb den 
exakten Differentialgleicbungen obne jede Vernacblassigung 
geniigen. 


Fiinfte Vorlesung. 


§ 10. Begriff der freien Elektricitat. 


Mit Eiicksicbt auf die Gleicbungen 38 kann man die 
Gleicbung 15 aucb so scbreiben: 


15a) 





Ferner sind nacb den Formeln 22, sobald die Glei¬ 
cbungen 83 erfullt sind, die Krafte, welcbe ausser den ausseren 
elektromotoriscben Eraften, also durcb scbeinbare Fernwirkung 
im Bilde auf die Einbeit der Elektricitat wirken, 


— dcpjdx, — dcpjdy, — dcpjdz . 

Es ist also cp das elektrostatiscbe Potential. Es ist in alien 
elektriscben Maasssystemen iiblicb, cp so zu messen, dass seine 
negativen Ableitungen nacb den Coordinaten obne weiteren 
Faktor die Krafte auf die Elektricitatseinbeit geben. Die 
Gleicbungen 33 gelten daber unverandert in alien Maasssystemen. 
Ware in einem anderen Maasssysteme Ph~h.JP, so miisste 
aucb der im anderen Maasssysteme gemessene Werth des cp, 
den wir cp % nennen wollen, gleicb hep sein, dagegen ist nacb 
15h s = he n , daber 

<Ph = h 2 ^e h lQ, 


«t, = — D Acpj&nh 2 
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l>a. wir vorauKsetzan, dass dio oleJctimnagnotischc Stoning 
in nnendliehor Kntfernung jccleiijalls umnerklioh wird, so 
inttHHon dio Abloitungen von (p naeh den Goordinaten im Un- 
endliohen versehwinden, mid wir kdnnou die m <p hinzutretende 
Constants, da sio aim don Gleielmngen herausfallt, so wahlen, 
dasH nueh (f selbst im (Jnondliehcn versdiwindot. Wenn man 
znr idontmelion (Jloielmng <P P / dx* <P P / dx* die naoli 2: 
diflerenturto zwoile uml die naeh ;// diHerontiirte dritte der 
(Heirhungen 82 addiri, so erhlill man hierzu noe’h: 


AP 


<t /dr 
dx V/.r 


d {) 


d /»r 

d \ , 



Da arm logo DIoirhungon fib* A Q und AH gelten, so sielit 
man, dass diejenige Funkiion doron negative Ableitungen 
nach den (hmrdinaton gleieh I\ Q, H aind, dio Potontialluuktion 
omer Masse min muss, deren Diehte in einivrn boliebigen Vo- 
lumelemente d r gleieh 


i (dr d (j d r\ 

4;i \tl x di/ + dx j 

isL Die Potentialtheorie bietet dahor tun willkommenoH Mittel 
zur Liming aller ehmehliigigen Aufgaben, ein Umstand, der 
llbrigenn iminer eintritl, Hobald gowisHo Grosson dio partiollen 
Abloitungen einor Funktion naeh don Goordinaten Bind (bo- 
wegte FlllMHigkeitj in (hr ein sogonanntos Goschwmdigkeiis- 
potontinl oxintirt ote.). 

Trot/. der Unboquomliehkoit, woieho die Kinftibrung eincr 
willkllrliehon Ommtanten hat, doron Worth natiirlich auf das 
IteHidtiit elme KinlhwH iwt, ompliohlt o.b sieh dock, obigen Aus- 
druek urn’ll mil einor Bolelum zu multipliciron, also oino Masse 
zu fmgiron, woleho don Raum bo orflUlt, dass ibro Diehte im 
VolumoUmiento dr don Worth: 


b (dr , dg , dU\ 
f '~4 /I [dx + d y +dx)' 

nine mit fiilek«lohi auf dio (.iloichungon Sjj^den Worth: 

»r>) A A, f 

hat, wobei b nine boliobigo, flir alia Kbrper zu alien Zeiten 
eonstante Zahl inh Wer will, kann ja immer b = 1 gosetzt 
den ken. Kb ini dann (p das Potential oilier Masse, dio don 
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Raum jpoit der Diclite s f jb erfiillt; d. L der Werth von cp in 
irgend einem Punkte A des Raumes (dem Aufpunkte) ist 


36) 


<P 


if 


SfdT 


wobei dr ein Volumelement, e f der dort herrschende Werth. von 


4n \dx dy d%) 4 n ^ 

und q die Entfernung des Volumelementes vom Aufpunkte ist. 
Die Integration ist uber alle Volumelemente aller elektrisch 
wirksamen Korper, also, wenn man will, uber den gesammten 
unendlichen Raum zu erstrecken, da ohnedies s f = 0 ist, wo 
sich keine wirksamen Korper befinden. Wir nennen s f die 
Diclite der freien Elektricitat an der betreffenden Stelle. Fur 
Luft ist D = 1. Setzt man daher, was wir meistens thun 
werden, b = 1, so ist fiir dieses wichtige Dielektricum die freie 
Elektricitat mit der wahren identisch. Fiir andere Dielektrica 
dagegen werden wir durch eine besondere Hypothese Tiber das 
Yerhalten derselben (die dielektrische Polarisation) a r mit a w 
in eine einfache Beziehung zu bringen suchen, wovon im 
nachsten Paragraph die Rede sein soil. 

Wir konnen den Begriff der freien Elektricitat gerade so 
wie den der wahren auch in dem vollkommen allgemeinen 
Falle, dass die Gleichungen 32 nicht gelten, festhalten, indem 
wir auch dann noch setzen: 


37) 


= _b__ (dP_ d_Q dll\ 

4 tc \dx dy d%) 


und dabei immer cp als durch die Gleichung 36 definirt be- 
trachten. Wir konnen dann P, Q , R in zwei Theile zerlegen, 
indem wir setzen: 


38) 


d cp 
d x 




d cp 
d% 


+ 


Da wir P, Q 7 R als die Componenten der elektrischen Kraft 
bezeichnen, so konnen wir 


d cp dcp dcp 

dx ? dy ? d& 


als die der elektrostatischen, P 17 Q 17 R 1 als die der elektro- 
dynamischen bezeichnen; letztere Grossen werden daher die 
Bedingung erfullen: 
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an) 


dl\ . d(J 1 dh\ 
dx r dy ^ dx ^ U 


Diene Zorlogung wird Uborall von Vortheil sein 7 wo sich die 
Bowogung dor aphoton oinigennaaascn niihorfc, ho dans die dor 
Formal BO annloge lieiheuentwickolung ranch eonvorgirt; fur 
Hohr sehnello olokt,ris(‘ho Bdiwingungcn, wo dioso Keihcn- 
entwiekelung violloieht sugar divorgirt, wird dieso Zerlegung 
olmo Nutzen sein. b ini natiirlieh nioht etwa eino Naturoon- 
Htanto, sondoru oine von uns willktlrlich gowahlto Zahl, von 
doron Worth die Resultate gatiz unahhiingig sind. 

Es ist aber beziiglieh des Jntegrals dor Formal 8(5 noch 
Folgendes zu bemorken. Wir denkon uns naoh dem Prinoip dcr 
OcmtimuUtt dor Uebergango die Tronmmgsllatdio zwoior Korper 
immor ho beselmJTbn, als ob sie angosehen warden konnto ak 
oino eontinuirlioho, wenn auo.h sehr dlinno tlebergangssehicht. 
Wir mlkson daher in dem Intogralo dor Formal 80 aueh 
die Hitmmtliehen Volumolomonto allor UebergangBsehichten mit 
tunbogreifem tn diesen UebargangHHcdiiohten wird Rich im 
Allgememon P, Q , ft sehr raseb lindern kftnnon. Die Volum- 
eiwnonto dormdbon warden ako ? obwohl ihre Summe sehr 
kloin ist, dock oinen endliehcm Betrag zum Integrale 80 bci- 
tragen kOnnen, und oh ist htiufig gut, diesen Betrag gesondert 
von dom, welohen das Innoro den KOrpors liefert, an- 
zusehroibou. 

Wir bozeiehnon mit do ein Oberfl&ehenelomont oincr 
solohen UebcmgangHseliicht, und logon zunllehst die Abseissen- 
axo mmkrochL zu do. Dor UebergangHHehidit nolbst Rchreibon 
wir eine, wenn aueh nehr geringe Dieko A zu, fansen also das 
Element do cier Ueborgangnschieht ak oinen Cylinder Z von 
dor Bask do und dar Httho A auf. Dio gesammte in diesom 
Cylinder enihalteno wahre Eloktricitlit bozoichnon wir mit M ia d o 
und namum M m die FUiohandiehto dor wahren Klektricit&t. 

Wir zerlegcm A noch weifor in unondlich viele, unendlich 
kleine Eloincvnte, daron nines dx heisson mag. Dor Cylinder 
mit tier Rums do und der Hiihe dx ist clann ein Voluni- 
olemeni dm Cylinders Z. Die im Cylinder von der H5h© dx 
und der Basis do enthaltene wahre Eloktricitlit ist dann 
$ w d o dx. Integriren wir dies fiber den gesammten Cylinder Z 7 
so erkaltan wir 
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K, 


do — J* 8 W do d x ~ J 


d{BP) d(D Q) 


+ 


+ 


d(DE) 1 

dxdo 

d% 

4 71 


dx dy 

Behandelt man dieses Integral gerade so, wie die Integrale der 
Formel 10 a, so ergiebt sicli dafur der Werth 
(- D 1 P 1 -D 0 l> 0 )do/4:n , 

wobei mit dem Index 1 die .Werthe unmittelbar an der 
TrennungsscMcbt, aber anf der der positiven Richtung zu- 
gewandten Seite, mit dem Index Null aber die Werthe auf 
der entgegengesetzten Seite bezeichnet werden. Es ist also 

^ 47 7 ““ A *o) • 

Hat die x -Axe eine beliebige Richtung, so ist 

wobei N die in Formel 19 definirte Componente des Vektors 
in der Richtung der Normale n zu do ist. Diese ist 
von der Seite, fur die der Index Null gilt, gegen jene hin 
zu ziehen, auf die sich der Index 1 bezieht. Gerade so, 
wie bei der wahren, wollen wir auch bei der freien Elektricitat 
f 8 f dr die gesammte in einem Raume befindliche freie Elek¬ 
tricitat nennen. Auch die Flachendichte der freien Elektricitat 
auf dem Flachenelemente do konnen wir ganz analog wie bei 
der wahren Elektricitat definiren und finden. Man hat also 
allgemein: 


40) 


■S L 


7) 

^ dn)’ 


1 4 n 




b ( d (p Q d cp^ 

47C V dn dn y 

Dabei bezieht sich das letzte Glied jeder Gleichung auf den 
Fall, wo die Gleichungen 33 gelten, und es driickt dfdn eine 
Differentiation in der Richtung der im eben definirten Sinne 
(von Null gegen 1) zu ziehenden Normale aus. Da alle Punkte 
des Flachenelementes do vom Aufpunkte nahezu dieselbe Ent- 
fernung q haben, so liefert die auf do befindliche freie Elektri¬ 
citat in das Integrale 36 den Betrag E f dojq. Die Gleichung 16 
aber verwandelt sich in 

dltf 

“ =*-M8i+#i) + ZoVo + No)> 
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d t 




d <f) t _ <j 
dn 1 


( dq> o 
\d n 


8 , 


i)- 
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S ist die in Formel 19 definirte Componeiite des Vektors X, 7 , Z , 
also der ausseren elektromotorischen Kraft in der Richtung n. 
Wenn in der betreffenden Trennungsflache zwei Isolatoren an 
einander grenzen, nnd niemals aussere elektromotorische Krafte 
gewirkt haben, so gilt natiirlich in jedem Volumelemente 
ibrer sebr kleinen Dicke die Grleichung 16 mit L — 0. Wenn 
daher vor Beginn aller elektriscben Storungen die wahre Elek¬ 
tricitat gleich Null war, so wird dies auch fur alle spatere 
Zeiten gelten, nnd man bat 


42) 






T) ^ _ 7) d yp 

1 dn 0 dn 


Das Integrale der Formel 86 ist nnn nicbt bloss liber alle im 
Innern der Korper begenden Volnmelemente, sondern aueb 
iiber alle Volumelemente aller Uebergangsscbicbten zu er- 
streeken. Wir wollen, um dies dnrcb ein Zeicben in Er- 
innerung zu bringen, einem so zu verstebenden Integrale immer 
den Index U beifiigen, einem Integrale aber, welches bloss 
iiber Volumelemente zu erstrecken ist, die sicb im gewohn- 
licben Sinne im Innern von Korpern befinden, den Index J. 
Dann konnen wir die Formel 86 in der Form scbreiben. 
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9 = 
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8fdx rEfdo 
<3 


§11. DritterZug des Bildes. Begriff der dielektrischen 
Polarisation. 

Der Begriff der freien Elektricitat wiirde wenig Nutzen 
bringen, wenn er sich nicbt wieder durcb eine sebr anschau- 
licbe Vorstellung mit dem der wabren verkniipfen liesse, welche 
also einen neuen Zug unseres Bildes darstellt. Wir denken 
uns in einem Isolator die neutrale Elektricitat zwar unfahig, 
fortzustromen, aber fahig, sicb in den einzelnen Volum- 
elementen zu verschieben, was wir die dielektriscbe Ver- 
schiebung nennen wollen. Den dadurcb hervorgerufenen 
Zustand der Volumelemente nennen wir deren dielektriscbe 
Polarisation. 

Betracbten wir ein parallelepipedisches Volumelement, 
dessen Kanten dx , dy , dz den Coordinatenaxen parallel sind. 



48 


Funfte Vorlesung. 


Yon den beiden zur Abscissenaxe senkrecbten Endflacben des- 
selben soil sicb in Folge der dielektriscben Yerscbiebung anf 
der der positiven Abscissenaxe zngewandten (recbten) Seiten- 
flacbe die positive Elektricitatsmenge 

—-• r ay dz, 

auf der der negativen Abscissenricbtnng zngewandten die 
gleicbe negative Elektricitatsmenge ansammeln. Nacb der uni- 
tariscben Anschauung wiirde sicb nur auf der recbten End- 
flacbe diese Elektricitatsmenge ansammeln, wabrend auf der 
vis a vis liegenden ein gleicb grosser Mangel entstiinde. 

Nacb Analogie mit dem magnetiscben Momente nennt 
man die Grosse 


44) idxdydz = Pdxdydz 

das dielektriscbe Moment des Volumelementes dxdydz in der 
Abscissenricbtung, £ aber das dielektriscbe Moment der Yolum- 
einbeit in der Abscissenricbtung. 

Dasselbe gilt von der y- nnd sr-Ricbtung. Die Verscbie- 
bnngen in den benacbbarten Yolumelementen werden gefunden, 
indem man in obigen Ausdriicken x + dx, resp. y + dy, 
z + dz statt x,y,z setzt. Daraus findet man in bekannter 
Weise, dass die dielektriscbe Yerscbiebung der neutralen 
Elektricitat zur Folge bat, dass im Volumelemente dxdydz 
der Ueberscbuss 


45) 


b dxdydz 


4 31 


dP dQ dB 
dx dy ' dx. 


dxdy dx 


4 n 


d (D P) 


dx 


+ 


d{DQ) d{D B) 


+ 


= 8 p dx dy d z 


d\u dx 

positiver liber negative Elektricitat entstebt. Wir nennen diesen 
Ueberscbuss die dnrcb die dielektriscbe Polarisation im Isolator 
auftretende oder in das Yolum element bineingescbobene Elektrici¬ 
tat, ibre Dicbte. 

In unserem Bilde miissen wir nun annebmen, dass die 
gesammte Elektricitat in die Feme wirkt. Da von der nicbt 
verscbobenen neutralen Elektricitat immer gleicb viel positive 
wie negative vorbanden ist, so ist unter der gesammten Elek¬ 
tricitat die Summe der wabren und der durcb dielektriscbe 
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Polarisation auftretenden zu versteken, welcke Summe wir die 
freie Elektricitat nennen. Ikre Dickte ist also s f = e w + e p , 
wofur wir naek Substitution der Wertke 45 und 15 wieder den 
Wertb 37 finden, so dass also der neue Zug unseres Bildes 
exakt die Beziekung zwiscken der wakren und freien Elek¬ 
tricitat darstellt. Unter cp ist daker lediglick das Potential 
der durck b dividirten freien Elektricitat zu versteken. 

Die durck dielektriscke Polarisation auftretende Elek¬ 
tricitat mackt eine gleicke, entgegengesetzt bezeicknete Menge 
der wahren Elektricitat unwirksam. Nennt man diese unwirk- 
sam gewordene die gebundene Elektricitat, so ist ikre Dichte 

5 g ~ e P' 

In unserem Bilde werden wir weiters annekmen, dass die 
gesckilderten dielektriscken Yersckiebungen ebenfalls durck die 
auf die neutrale Elektricitat wirkenden Krafte P, Q , B erzeugt 
werden. Betrackten wir zuerst den Fall, dass keine ausseren 
elektromotoriscken Krafte wirken, dann wirkt nack Formel 22 
die Kraft P auf die Mengeneinkeit der positiven neutralen Elek¬ 
tricitat in der positiven Abscissenricktung. Wir mixssen also 
in unserem Bilde annekmen, dass 

46) ^^± P=6vbP 

ist; also dass das dielektrische Moment der Yolumeinheit pro¬ 
portional und gleickgericktet mit der auf die Elektricitats- 
einkeit wirkenden Kraft ist. Wir kaben den Proportionalitats- 
faktor e vJI genannt, weil v. Helmkoltz 1 ) denselben mit a be- 
zeicknet. Stefan 2 ) nennt diesen Proportionalitatsfaktor die 
Elektrisirungsconstante und bezeicknet ihn mit h . 

Wir konnen daker den neuen Zug unseres Bildes dakin 
vervollstandigen, dass wir annekmen, dass diese dielektriscke 
Yersckiebung eine der sie erzeugenden Kraft P gleicke, aber 
entgegengesetzt gericktete Molekularkraft weckt, welcke dieser 
das G-leichgewickt bait. Die dielektriscke Versckiebung schreitet 
daker immer so weit vor, bis jene Molekularkraft gleick der 
elektriscken Kraft geworden ist. 

x ) G-esamm. Abk. Bd. 1, S. 616. 

2 ) Wien. Ber. Bd. 70, S. 634, 1874. 

Boltzmann, Vorlesungen, II. 


4 
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Die nach unserem Bilde zur Dielektrisirung erforderliche 
Arbeit finden wir wie folgt. 

Wachst £ nm so kann man sich die Sache so denken, 
als ob die Elektricitatsmenge -f -d^dydz von der einen End- 
flache anf die andere des Parallelepipeds verschoben wurde, 
nnd dadurch anf der anderen die Elektricitatsmenge — d^dydz 
frei wurde. Die erstere Elektricitatsmenge wird also nm die 
Strecke dx verscboben. Anf sie wirkt die elektrische Kraft 
Pd^dy dz\ die Arbeit dieser Kraft ist daher 

Pd$dx dy dz = —dx dy dz^d^c, 

e vH 

Grenau gleich ist die Arbeit der Molekularkraft, welche der 
elektriscben immer das Grleichgewicht halt. Die gesammte 
molekulare Arbeit also, welche behnfs Erzengung der dielek- 
trischen Polarisation £ in der Volumeinheit hberwnnden werden 
muss, ist in unserem Bilde: 


47) 


2s„ 


c vH 

2 


P 2 


P 2 

8 7t 


(D-b). 


Es ist aber wohl zn bemerken, dass alle diese Vorstellungen 
blosse Veranschanlichnngen der Resultate sind, die vollstandig 
in den in der ersten Vorlesung abgeleiteten Grrundanschau- 
ungen und Grrundgleichungen enthalten sind und sich daraus 
mit Nothwendigkeit ergeben. Sie sind also keineswegs nene 
Annahmen, sondern bloss neue Bilder, durch welche wir uns 
verschiedene Consequenzen der in der ersten Vorlesung ge- 
wonnenen Grrundgleichungen versinnlichen. 

Es sei hier noch zweierlei bemerkt. Dielektrische Polari¬ 
sation wurde allerdings in Metallen noch nicht constatirt. Wenn 
man daher dem JD in alien Metallen denselben Werth ertheilte 
und dann b gleich diesem Werthe setzte, so dass in Metallen 
keine dielektrische Verschiebung der neutralen Elektricitat auf- 
trate, so wiirde man in keinen Widerspruch mit der Erfahrung 
gerathen. Allein, selbst im Wasser wurde bereits dielektrische 
Polarisation nachgewiesen, und wenn man auch die Elektricitats- 
leitung des Wassers, da sie elektrolytischer Natur ist, nicht gel- 
ten lassen wollte, so ware es doch schwer, alien dielektrisch 
polarisirbaren Kdrpern jede metallische Leitungsfahigkeit abzu- 
sprechen, schon weil dadurch der continuirliche Uebergang von 
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den Nichtleitern zu den Metallen immer nur durch ein und 
dasselbe nichtleitende und nicht dielektrisirbare Medium statt- 
finden miisste. Jedenfalls wiirde darin eine nicht gerechtfertigte 
Specialisirung der Maxwell’schen Theorie liegen, welche jeden 
Augenblick durch das Experiment widerlegt werden konnte. 

Man wird also besser thun, sich auch die Metalle der 
dielektrischen Polarisation fahig zu denken. Es kann dies in 
zweifacher Weise geschehen. Wir denken uns erstens in den- 
selben nur einerlei neutrale Elektricitat und nehmen an, dass 
jedes Theilchen derselben genau die Summe derjenigen Ver- 
schiebungen macht, welche es in Polge der Leitung fur sich 
allein und in Polge der dielektrischen Polarisation fur sich 
allein erfahren wiirde. Wir konnen aber auch zweitens in den 
Leitern zwei G-attungen neutraler Elektricitat annehmen, wovon 
die erste (Stromungselektricitat) durch ihr Fortstromen die Er- 
scheinungen der Elektricitatsleitung vermittelt und sich also 
ganz so verhalt, wie wir es in der dritten Vorlesung fur die 
neutrale Elektricitat in Leitern gefunden haben, wogegen die 
zweite (die Verschiebungselektricitat) sich ganz so wie die neu¬ 
trale Elektricitat in einem nicht leitenden Dielektricum verhalt. 
Da jede Gattung neutraler Elektricitat ursprunglich ein Gemisch 
von gleich viel positiver und negativer Elektricitat ist, so wird 
sich keine derselben sonst noch irgendwie bemerkbar machen. 
Wiewohl die zweite Ansicht complicirter als die erste ist, so 
wollen wir sie doch ihrer grosseren Klarheit wegen adoptiren, 
da es sich ja ohnedies nicht urn etwas Reales, sondem bloss 
urn moglichst klare Bilder zur Versinnlichung der Consequenzen 
der Grundgleichungen der ersten Vorlesung handelt. Wir er- 
reichen dadurch noch einen Vortheil. 

Wir konnen namlich im Falle der Wirksamkeit ausserer 
elektromotorischer Krafte annehmen, dass diese bloss auf die erste 
Gattung der neutralen Elektricitat, nicht auch auf die zweite 
wirken, so dass fur die dielektrische Polarisation auch bei Wirk¬ 
samkeit ausserer elektromotorischer Krafte noch dieFormeln 46 
und 47 gelten, nicht aber £ = € v h{P + ist. Die allerdings 
naturlichere Annahme, dass die ausseren elektromotorischen 
Krafte auch auf die zweite Gattung der neutralen Elektricitat 
wirken, wiirde in keinem durch die Erfahrung controllirbaren 
Resultate von der entgegengesetzten abweichen, da ja weder 

4* 
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die scheinbare Fernwirkung der Stellen, wo hydro- oder thermo- 
elektromotorische Krafte ihren Sitz haben, noch auch die you 
Glasstangen im Momente, wo sie gerieben werden, bisher 
beobachtet wurde. Moglich, dass die Maxwell’sche Theorie 
einer betreffenden Erganzung bedarf. Doch hier wollen wir 
an der letzteren nnd an der Form, in der wir die Krafte X, 
Y, Z einfukrten, festhalten nnd das Bild immer so construiren, 
dass es die Gleichungen der ersten Yorlesnng genau wieder- 
giebt, indem wir annehmen, dass die ausseren elektromoto- 
rischen Krafte auf die zweite Gattung der nentralen Elek¬ 
tricitat nicht wirken. Yon den hydroelektromotorischen Kraften 
konnte naan z. B. voraussetzen, dass sie ihren Ursprung darin 
haben, dass dnrch chemische Wandernng der ponderablen 
Atome die neutrale Elektricitat erster Gattnng dislocirt wird, 
ohne dass dadnrch die dielektrische Polarisation irgendwie be- 
einflnsst wird. 

Wir werden iibrigens auf diesen Gegenstand noch einmal 
(§ 27 Gleich. 95) zuruckkommen und dort auch eine Substitution 
fiir X y Yy Z kennen lernen, welche bewirkt, dass die ausseren 
Krafte gleichmassig zu 


D_ dP_ 
D dt 


und 


4 n L -p 

~T~ 


hinzutreten. 

Yon grosser Wichtigkeit ist noch folgende Bemerkung. 
Gemass den Gleichungen 22 sind in Abwesenheit ausserer 
elektromotorischer Krafte die Componenten der Krafte, welche 
in unserem Bilde auf die Mengeneinheit der neutralen Elek¬ 
tricitat wirken, gleich F, Q, JR. Sind die Gleichungen 33 er- 
fiillt, so ist <p deren Potentialfunktion, und da cp nach der 
Gleichung 36 als das Potential einer Masse von der Dichte 
efjb aufgefasst werden kann, so ist diese Kraft dieselbe, als 
ob jede Menge e f freier Elektricitat auf jede in der Entfer- 
nung q befindliche Menge e n der neutralen Elektricitat mit 
der Kraft 


bg 2 
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wirkte. 
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§ 12. Elektrostatik. 

Den Nutzen der Einfuhrung des Begriffes der freien 
Elektricitat tritt in ein helleres Licht durch Betrachtnng spe- 
cieller Beispiele. 

Wir nehmen nun zunachst an, dass friiher beliebige aussere 
elektromotoriscbe Krafte gewirkt haben, dass deren Wirksam- 
keit aber zu einer gewissen Zeit aufgehort bat, und betracbten 
denZustand, welcher langeZeit nacb dem Aufhoren der ausseren 
elektromotoriscben Krafte zuriickgeblieben ist. Da der Zustand 
jedenfalls apbot geworden ist, so gelten die Gleichungen 33. 

Wir wissen, dass nacb Formel 8 in der Zeit- und Vo- 
lumeinbeit die Energie P(P 2 + Q 2 + P 2 ) in Warme umge- 
setzt wird. Dieser Umsatz kann nicbt ins Unendlicbe dauern, 
da sonst unendlich yiel Energie vorhanden sein miisste; er 
muss also nacb einiger Zeit aufboren und dann muss iiberall, 
wo L nicbt gleicb Null ist, P == Q = B = 0, also <p constant 
sein. In den Korpern aber, wo L = 0 ist (den Isolatoren), ist 
iiberhaupt die wabre und neutrale Elektricitat festgenagelt, 
daber kann cp nur Funktion der Coordinate^ nicbt der Zeit sein. 

Wollte man dies fur Isolatoren nocbmals aus denGrleicbungen 
beweisen, so wiirde man sicb leicbt iiberzeugen, dass nacb einem 
bekannten Satze der Potentialtheorie, wenn in den Isolatoren die 
mit der Zeit unveranderlicbe Volum- und Flacbendicbte der 
wahren Elektricitat, auf jedem verbundenen Leitersystem aber 
der Gesammtbetrag der Elektricitat gegeben ist, cp durch die 
Gleicbungen 15 a und 40, ferner die Bedingung seiner Constanz 
in alien Leitern und seines Verschwindens im IJnendlichen ein- 
deutig, unabhangig von der Zeit bestimmt ist. Aeussere elektro¬ 
motoriscbe Krafte feblen jetzt nocb. 

Wie schon bemerkt, wurden unsere Gleicbungen durch 
gewisse Vernachlassigungen gewonnen. Wir baben dadurch 
den Vortbeil erreicbt, dass wir aucb begreifen, warum sie nocb 
angenahert gelten, sobald beliebige Veranderungen yorgenom- 
men werden, wenn nur die Aenderungsgescbwindigkeit klein 
gegen die Lichtgeschwindigkeit ist. Naturgemass kann aber 
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die Erlaubtbeit derartiger YernacKLassigungen nicbt mit voller 
matbematiscber Strenge bewiesen werden. Es sei daher erin- 
nert, dass, wie man sofort siebt, die completen G-leicbungen 
C und D der zweiten Yorlesung, wenn X= T = Z = 0 ist, 
ohne Yernachlassigung erfiillt sind, sobald 


P = 


d cp s-\ d(p ~n dtp 


gesetzt wird, nnd cp eine die Zeit nicht entbaltende, im Un- 
endlicben und in alien Leitern constante, sonst aber beliebige 
Funktion you x, y , z ist. a , (3, y konnen dabei entweder gleicb 
Null oder gleich den Ableitungen einer anderen ebenfalls be- 
liebigen Yon der Zeit unabbangigen Funktion der Coordinaten 
nach diesen sein. 

Man kann also ganz im Sinne der schon einmal be- 
sprocbenen Kircbboff’scben Metbode zunacbst zeigen, dass 
diese Festsetzungen partikulare Integrale der allgemeinen 
Gleicbungen sind und dann erst deren pbysikaliscbe Bedeutung 
interpretsen. Wird cp als urspriingbcb gegeben betracbtet, 
so bestimmt sick einfach die Dicbte der wabren und freien 
Elektricitat an jeder Stelle des Raumes und an jedem Ober- 
flachenelemente der Trennungsflacbe zweier Korper nacb den 
Gleicbungen 15 a, 35 und 40. 

In der Praxis ist die Aufgabe gewobnlicb umgekebrt ge~ 
stellt. Es ist die urspriingbcb Yorbandene wabre Elektricitat 
gegeben; dann bandelt es sicb darum, cp so zu wablen, dass 
in Isolatoren 


_ _L \* ( D pi) + * ( D f U §?)] 

\_dx\ dx j dy\ dy j d%,\ d% J J 
gleicb der gegebenen Dicbte der wabren Elektricitat, resp., 
wo solcbe nicbt Yorbanden war, gleicb Null ist, dass ferner 
an der Trennungsflacbe zweier Isolatoren 
l 

4 n 


7 ) ^ 3 *° 
0 dn 


_ T) d <Pi 

1 dn 


gleicb der dort gegebenen Oberflacbendicbte der wabren Elek¬ 
tricitat (resp. wieder gleicb Null), dass endlicb fur jeden Leiter 
das iiber seine ganze Oberflacbe erstreckte Integrale 



dcp 

dn 
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gleidi dor gogebonen , auf diesem Leiter sitzenden wahren 
Kloktrieitatsmeng© ist. Nach dem citirten Lebrsatze der Po¬ 
tent ialtheorio ist dieses Problem stets eindeutig losbar. 

Wir donken uns nun zunachst einen einzigen Nichtleiter, 
in weleliom I) einen constanten Werth hat, gegeben. In dessen 
Jimorom kann an beliobigen Stellen wahre Elektricitat mit 
der Diohto 

I) A 

“ 4 s A( P 

angobilnlt sein. Ausserdem konnen sich darin beliebige, eben- 
falls mit wahrer Elektricitat geladene Leiter befinden. Wir 
betrachton die Zeit, wo cp im Innern derselben constant ge- 
wordon ist. Ist dann do ein Oberfiachenelement eines Leiters, 

so ist 


do = 


D dy 

4 7t dn 


nacb Formal 40 die daselbst angehaufte wahre Elektricitat, 
wobei D und df/dn die Werthe dieser Grossen unmittelbar 
an dor Oborfl&che, aber schon ausserhalb des Leiters (im Iso¬ 
lator) bodouton. Auch die Normale n ist vom Leiter gegen 
don Isolator bin zu ziehen. Ebenso findet man die Ober- 
Ililohondichte der freion Elektricitat 


b dcp 
4 ft dn 


und fttr die Volumdichte der freien Elektricitat im Innern 

des Isolators 

Kb ist also 

49) e f — -jjs w , = 


Wir wollen nuu die ponderomotorischen Krafte aufsuchen, 
welche in diesem Falle wirksam sind. Natiirlich milssen wir 
dieselben zunachst aus unserer mechanischen Grundannahme 
der orsten Yorlesung ableiten. Setzen wir die Werthe 33, 15 a, 
36 und 87 in die Formel A fUr die Energie des Mediums ein, 
integriren das erste Glied partiell nach x, das zweite partiell 
nach y und das dritte partiell nach z und bedenken, dass wir 
nach dem Princip der Continuitat der Uebergange die Tren- 
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nungsflachen nicht gesondert zu betrachten brauchen, sowie, 
dass im TJnendlichen die Ableitungen von cp verschwinden, 
so folgt 


T^4-\Ddr 

8 n / 


= -y <pe w di 


' s w e' f dxd t' 


Diese Formeln gelten auch, wenn D variabel ist. dr 
bezeicbnet ein anderes Volumelement, e w und e f die Dichten 
der wahren und freien Elektricitat daselbst. Ist D constant, 
so bat man nacb der Gleichung 49 



Der Index U an den Integralzeichen bedeutet wiederum, 
dass in die Integration aucb die auf Flachen sitzenden Elek- 
tricitatsmengen einzubeziehen sind. 

Wir wollen nun alle Elektricitatsmengen in zwei Gruppen 
tbeilen. Den Vohimelementen, in denen Elektricitatsmengen 
der ersten Gruppe sitzen, sowie den daselbst herrschenden 
Dichten, fiigen wir den Index 1, denen der zweiten Gruppe 
den Index 2 bei, wahrend wir den Index w weglassen, da wir 
immer nur von wahrer Elektricitat sprechen. Dann wird 



Den ersten Addenden rechts nennen wir das Potential der 
Elektricitaten der ersten Gruppe auf sich selbst, den zweiten 
Addenden das Selbstpotential der Elektricitaten der zweiten 
Gruppe, den dritten dagegen bezeichnen wir mit T 12 und nennen 
ihn das Potential der Elektricitaten der ersten Gruppe auf die 
der zweiten. Es soil nun die Lage der Elektricitaten der ersten 


Gruppe vollkommen fix bleiben, ebenso soil die relative Lage 
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der Elektricitaten der zweiten Gruppe gegeneinander unver- 
andert bleiben. Nur die relative Lage der Elektricitaten der 
zweiten Gruppe gegen die der ersten soli sich andern. Dann 
andert sick in Formel 52 recbts nur der dritte Addend, und 
da wir annahmen, dass ausser der in Joule’sche Warme ver- 
wandelten Arbeit sonst keine Arbeit verloren geht, so muss 
ein Betrag, welcker gleich der Abnabme dieses Addenden ist, 
als sicbtbare lebendige Kraft oder sicbtbare Arbeit pondero- 
motorischer Krafte zum Yorscbein kommen. Es muss also 

53) = 

u u 


die Arbeit der scheinbaren Fernwirkungskrafte sein. Genau 
dieselbe Arbeit bekommen wir in unserem Bilde, wenn wir 
annehinen, dass alle in unserem Medium wirkenden elektrischen 
Krafte dasselbe Gesammtresultat ergeben, als ob jede in un¬ 
serem Medium befindlicbe wahre Elektricitat e w auf jede andere 
e w die Abstossung 

54 ) 

ausiiben wiirde. 

Nun sind aber nicbt bloss die wahren, sondem auch die 
durch dielektrische Polarisation entstandenen Elektricitaten 
vorhanden, und wir miissen consequent annehmen, dass auf 
jede gegebene wahre Elektricitat e w alle iibrige wirkt, deren 
Summe die gesammte freie Elektricitat ist. Um also mit 
Maxwell’s Theorie in Uebereinstimmung zu bleiben, nriissen 
wir annehmen, dass die Gesammtwirkung auf e w das Re suit at 
der Wirkung aller freien Elektricitat auf e w ist, dass also jede 
freie Elektricitatsmenge e f auf e w die Abstossung 



ausiibt. Da aber die freie Elektricitat nichts anderes als die 
Summe aller iiberhaupt vorhandenen Elektricitat ist, so haben 
wir einfach anzunehmen, dass jede iiberhaupt vorhandene 
Elektricitat auf jede andere nach diesem Gesetze wirkt. 

Der Yergleich dieser Formel mit Formel 48 zeigt, dass 
wir in unserem Bilde die ponderomotorischen Krafte erklaren 
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konnen, indem wir einfach annekmen, dass die freie Elektricitat 
nickt Moss auf die neutrale, sondern nack dem gleicken Ge- 
setze aach auf die wakre Elektricitat wirkt. Wir denken uns 
nun zunackst den realen Standardkorper, z. B. Luft, fur wel- 
cken D = 1 ist. Daselbst ist die zur Beobacktung gelangende 
Abstossung zweier wakrer Elektricitatsmengen e w und e w ist 
nack Formel 54 


Wir konnen also das elektrostatische Maass auck als dasjenige 
definiren, wonack im Standardkorper zwei Elektricitatsmengen 
Eins in der Distanz Eins die Kraft Eins auf einander aus- 
uben. P, Q, P sind die Componenten der Kraft (Feldstarke), 
die auf die Elektricitatsmenge Eins wirkt. Ikre Dimensionen 
sind nack Formel 14 


Da 


772 2 l it 1 . 


8 


1 


d(D P) d(D Q) d(DP) 
dx dy d% 


ist, so sind seine Dimensionen 


[e] = 

Die einer elektrostatisck gemessenen Elektricitatsmenge sind 


[e] Z 3 = mi lit 1 . 

Hat in irgend einem anderen Isolator J) einen beliebigen 
Wertk, den wir okne Index sckreiben, so ist daselbst die 
der Beobacktung sick bietende Anziekung der zwei wakren 
Elektricitatsmengen e w und e w nack Formel 54 gleick 


also gleick der im realen Standarddielektricum stattfindenden, 
dividirt durck D , also durck die Dielektricitatsconstante des 
zweiten Dielektricums relatiy gegen das erste. 

Im neuen Medium wtirden die beiden Elektricitatsmengen, 
welcke im realen Standarddielektricum elektrostatisck gemessen 
gleick ]/D waren, die Abstossung Eins auf einander ausiiben. 
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Pas ware also die im neuen Dielektricum elektrostatisch ge- 
messene Elektricitatseinheit. Bezeichnet man die Zahl, welche 
dieselbe Elektricitatsmenge im alten, resp. nenen Standard- 
medium elektrostatisch gemessen ausdriickt, mit s, resp. e hj so 
ist also 

56) s = TjD 

xind man erhalt alle Gleichungen, die fiir das elektrostatische 
Maass im neuen Standardmedium gelten, indem man in den 
Formeln zu Schluss^ des § 7, deren Nummern den Index h 
tragen, setzt h = ^D. 

§ 13. Annahme, dass b klein gegen Eins ist. 

Bemerkung liber dielektrische Fernwirkung. 

Am einfachsten wird unser Bild, wenn wir im realen 
Standardkorper (Luft) b = 1 setzen, also keine dielektrische 
Polarisation annehmen. In anderen Korpern ist dann die 
dielektrische Polarisation gerade so, dass sie deren abweichen- 
des Yerhalten gegenuber dem Standardkorper erklart. Im 
Standardkorper ist dann auch die Grosse e vH der Gleichung 
46 gleich Null. Die Dielektricitatsconstante eines anderen 
Korpers hat nach Gleichung 46 den Werth D = 1 + 4ne vE . 

Es kann dann auch sein, dass in gewissen Korpern, etwa 
im Wasserstoff oder im leeren Raume D < 1, a y£r negativ, also 
die dielektrische Polarisation die entgegengesetzte ware, wie 
man sich haufig die diamagnetische Polarisation vorstellt. 
Theils um dies zu yermeiden, hauptsachlich aber aus anderen, 
spater zu besprechenden Griinden hat Herr y. Helmholtz 
auch die Moglichkeit ins Auge gefasst, dem b einen Werth b* 
zu ertheilen, der klein gegen Eins ist. Wir wollen uns dann 
ein, wenn auch nicht existirendes, Dielektricum fingiren, in 
welchem D = bj ist, und dasselbe das ideale Standardmedium 
nennen. 

Natiirlich wlirde dieselbe wahre Elektricitatsmenge, die 
im realen Standardmedium in elektrostatischem Maass gemessen 
gleich Eins ist, im idealen, wo die dielektrische Polarisation 
fehlt, auf eine gleiche in der Distanz Eins befindliche nach 
Formel 55 nicht die abstossende Kraft Eins, sondern 1/bi 
ausuben. Wir konnen aber nach Gleichung 56 setzen 
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was wir die Dichte der wahren Elektricitat, nach dem fur das 
ideale Standardmedium geltenden elektrostatischen Maasse ge- 
messen, nennen. Alle (Heichungen waren sofort in dieses fur 
das ideale Standardmedium geltende elektrostatische Maass 
transponirt, wenn wir in den mit dem Index h versehenen 
Gteichungen am Schlusse des § 7 setzen h = ]/bi. Es ware 
jetzt im idealen Medium e f — s w , e p = 0, im realen Standard- 
medium dagegen Sf = hiS w , also bereits sehr klein gegen s*,, 
6p nahe gleich — s w . 

1 1 hi konnte man als die Dielektricitatsconstante des 
realen StandardmediumSy bezogen auf das ideale, bezeicbnen. 
Es ist dies derjenige Fall, wo die v. Helmholtz’sche Theorie 
wieder mit der Maxwell’schen identisch wird. Die letzte 
Formel y. Helmholtz’s (Wiss. Abh. I. pag. 627) gibt in der 
That fur jedes endliche k in dem G-renzfall, wo sie sich Max¬ 
well’s Theorie nahert (s 0 = oo) die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der longitudinalen Wellen unendlich gross. 

Es ist noch ein wichtiger Umstand zu erwahnen. Setzen 
wir nun im realen Standardkorper, wo D = 1 ist, auch b = 1, 
so giebt es daselbst keine dielektrische Polarisation; es muss 
also die gesammte elektrostatische Energie gleich dem Poten¬ 
tiate der fingirten Fernwirkungskrafte sein, welche die wahren 
Elektricitaten auf einander austiben. Da die zwei wahren Elek- 
tricitatsmengen e w und e w die durch die Formel 54 definirte 
Fernwirkung auszuuben scheinen, so ist das Potential aller 
wahren Elektricitat, wenn wir sie in dem fur den Standard¬ 
korper geltenden elektrostatischen Maasse messen: 

1 Cf 6 W B 'w dTd ' 1 ' 

2 JJ Q ’ 

was in der That nach Formel 49 und 50 gleich fTdr ist. 
Wenn die Entfernung zweier Elektricitatsmengen, die sich 
abstossen, wirklich zunimmt, und dadurch entweder sichtbare 
Arbeit geleistet wird, oder lebendige Kraft sichtbarer Be- 
wegung entsteht, so wird nach Maxwell’s Theorie Energie 
des Mediums in sichtbare Energie umgesetzt. Nach unserem 
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Bilde dagegen nimmt das Selbstpotential aller vorbandenen 
Elektricitaten, die, weil wir b = 1 haben, nur wahre sein 
konnen, genau um ebensoviel ab, als die sichtbare lebendige 
Kraft zunimmt. 

Ertbeilen wir aber im realen Standardkorper, wo D = 1 ist, 
dem b einen anderen Werth, so ist der Unterschied zwiscken 
wabrer und freier Elektricitat zu macben. Das Selbstpotentiale 
aller yorbandenen Elektricitaten ist nicbts anderes, als das der 
freien Elektricitaten auf einander, da die freie Elektricitat der 
Inbegriff der wabren und der durcb dielektriscbe Polarisation 
entstandenen ist. 

Zu den Ursacben, warum wir uns fur die dualistiscbe An- 
scbauung entscbieden baben, gehort der TJmstand, dass dies 
nacb derselben unmittelbar klar ist, da ja dann die unver- 
scbobene neutrale Elektricitat scbon dadurcb ausgescblossen 
ist, dass dayon in jedem Punkte gleicb yiel positive und nega¬ 
tive vorbanden ist, wabrend man nacb der unitariscben An- 
scbauung die Wirkung der ponderablen Materie zu Hilfe 
nebmen musste. Das Selbstpotentiale der freien Elektricitat 
aber ist unter Beibebaltung desselben Maasssystemes (vergl. 
Grleicbung 49): 

iff !L r dTdT ' == Tf ( P s “’ dT; 

dies ist, da q> und e w nicbt von der Wabl des b abbangen, 
gleicb der b-facben elektrostatiscben Energie JTdx. Wird 
von dieser eine gewisse Menge K in sicbtbare lebendige Kraft 
verwandelt, so nimmt das Selbstpotential aller Elektricitat 
bloss um A.b ab. Die nocb feblende Arbeit (1 — b) K wird 
durcb die Krafte molekularer Natur geleistet, welcbe sich der 
dielektriscben Polarisation im Isolator entgegenstellen, da sicb 
fd r (£ 2 + t) 2 + J 2 ) bei positivem K vermindert. In der That 
ist die Arbeit dieser Molekularkrafte nacb Formel 47, wenn 
man vom vollkommen unelektriscben Zustande ausgebt, 
gleicb 

fl^±dr{F> + + W) = (1 - b)f Tdr. 

Diese noch feblende Energie war also, wie nacb der Max¬ 
well’ scben Tbeorie, scbon vordem als Energie im Isolator vor- 
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handen. 1st b sehr klein gegen die Einheit, so nahert man 
sich dem Falle, dass alle sichtbar auftretende Energie dem 
Isolator entnommen wird. 

Eine weitere Bemerkung ist die folgende. Wenn b ver- 
schwindend klein ist, so verschwindet die freie Elektricitat, 
deren Dichte 

b I dP dQ dB\ 

£71 \dx dy d%) 

ist, und die wakre ist nahe gleicb der durch dielektri’sche Po¬ 
larisation erzeugten. Wenn wir mit Riicksicht bierauf die 
Grleichung 16 in der Form schreiben: 

_d±d_ r d{DP ) d(D Q) d{DBn 

4:7t d t L dx dy ' d% J 

r dL(P + X ) , dL{Q+ 7) dL(B + 
l dx dy d% J’ 

so liefert also ihre linke Seite nacb Formel 45 die Yermeh- 
rung der Elektricitat im Yolumelemente dr durcb Aenderung 
der dielektriscben Polarisation, die recbte die durcb Leitung 
aus diesem Volumelemente weggefiihrte Elektricitat. Ihre 
Summe ist gleicb Null. 

Es wird also aus jedem Yolumelemente genau soviel 
Elektricitat durch Leitung weggefuhrt, als durcb dielektriscbe 
Polarisation daselbst bingescboben wird. 

Die wabre Elektricitat kommt also nur dadurcb zu Stande, 
dass an gewisse Stellen durcb Leitung neutrale Elektricitat 
erster Grattung, welcbe wir Stromungselektricitat nannten, hin- 
gefubrt wird. Daselbst muss dann durcb dielektriscbe Yer- 
scbiebung ein gleicbes Quantum von neutraler Elektricitat 
zweiter Grattung (Yerscbiebungselektricitat) entfernt werden. 
Selbstverstandlich muss dafur an anderen Stellen ein gleicbes 
Quantum neutraler Stromungselektricitat durcb Leitung weg¬ 
gefuhrt werden, und an seine Stelle ein wieder gleicbes Quantum 
neutraler Yerscbiebungselektricitat durcb dielektriscbe Polari¬ 
sation treten. 

Wenn wir also b klein annebmen, so verbalten sicb die 
Stromungs- und Yerscbiebungselektricitat wie zwei incompres¬ 
sible, sicb gegenseitig verdrangende Fliissigkeiten, was besonders 
Poincar6 ausfuhrlich bespricht. Doch wiirde man Maxwell 
natiirlicb missversteben, wenn man ihm den Glauben an der 
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Real it ill dieser beidon EHissigkoiten imputirte; dorselbe steht 
il»m ebenso (erne, win dor Glaube, dass die Kraftlinion reale 
ZwirniiUlen scion. In seiner erston Thoorie vorwendet Max¬ 
well auoli <dn ganz andoros Bild, daw (“Jordon sp liter weiter 
imtwickelto. I mi/terror Hiollte die wahro Elektrieitat (lurch das 
ZusammenHloken von Kugolu dar, die wich anf einor unaus- 
delmHunum Selmur vorsohiohon. 

Eh darf Ubrigens nioht verwehwiegon worden, dass man 
im Bible b nicht exakt gioioh Null wet/am darf, weil man sonwt 
gar koine IVeie Elektrieitat bekame. 

Wir worden spitter sehen, dass gorade in diosom Fallc, 
wo b klein gogon 1 ist, das Bild auch fiir die Hertz’scheii 
Sohwingungon noeli mit don Oonsequonzon dor Gleiehungen, 
wcdrhe wir in dor erston Vorlesung ontwickolt.cn, iVboreinstimmt, 
wan fiir andere Werthe von b nicht dor Fall ist. Kino genaue 
quantitative Measting dieser Erseheinurigen wiirde also fiir den- 
jonigon, der sich nieht von vornhoroin auf den Standpunkt 
dor Maxwoirselum Thoorie stelit, ein Mittol geben, den Worth 
von b zu mossen, r©sp. experimentoll m beweison, dass er 
sohr klein angenommen werden muss, um auch die Ersehei- 
nungon dor Elektrodynamik richtig wiederzugebon. Ein go- 
wissor Beweis liter fiir liogt iihrigens sehon in der Ueberoinstim- 
mung der ohdctrostatiseh unci der aus elektriselien Wellen 
getnesHonen l lielektrieitiitHConstante. (Vgl. hiortlher § 28.) 

Wir betraehtoten hisher nur immer die Erseheinungen in 
©mom ©inzigen bestimmten Dielektrieum. Hind mehrere Dielek- 
triea mit versehiedenen DielektrieitiitHconstantcm gleichzeitig 
vorhamhm, odor variirt l) von Punkt zu Punkt, so kommen 
m don im Vorbergehenden boobaehtoten Kr&fton auch noch 
din hisher wenig studirten Krllfte hinzu, welche ich einmal 
dttdektriMcho Eernwirkungskriifte genannt babe. Si© iiussern 
nich, wie Maxwell (allerdings von den entsprechenden magne- 
tisehen Krilften) gezeigt hat, dadurch, dass die K5rper von 
grfmsctiw DiolektricitlitHconstanto naeh Stellen grOsserer Feld- 
Htiirkim getrieben werden. In unserom Bilde wind ©s die 
Krllfte, welch© von der freiert Elektrieitat auf die durch dielek- 
trinche Polarisation auftretende ausgeUbt werden. 

Wir nahmeu lusher mit Harm v. Helmholtz an, dass 
die Kraft, welche auf ©inert KOrper wirkt, gleich ist derjenigen, 



64 


Sechste Yorlesung. 


welche anf die im Korper selbst yorhandene wahre Elektricitat 
ausgeiibt wird, unbeeinflusst durch die dielektrische Polari¬ 
sation des umgebenden Mediums, was dieser mit folgenden 
Worten motivirt 1 ): # 

? ,Fiir die Yerschiebungen von E im Raume 8, soweit s 
constant ist, bildet diese neutralisirende Elektricitat kein Hin- 
derniss, weil sie iiberall mitfolgen kann. Die Anziehungskrafte 
also, welcbe von anderweitig vorhandenen elektrischen Massen 
anf E ausgeiibt werden, miissen ebenso gross sein, als wenn 
die E tbeilweise neutralisirende Elektricitat gar nicht vor- 
handen ware.“ 

Es konnte jedoch die Wirkung auf jene neutralisirende 
Elektricitat im umgebenden Medium Druckkrafte erzeugen, 
welche nack dem archimediscben Principe indirekt bewegend 
auf den Korper wirkten, wie ja in der That ein dielektrisch 
polarisirter Korper in einer ebenso polarisirten Fliissigkeit 
einen Auftrieb erfahrt. Aus dem Princip der Erhaltung der 
lebendigen Kraft folgt freilich, dass dieselben auf das bisher 
Yorgetragene ohne Einfluss sind; dagegen kommen sie bei der 
dielektrischen Fern wirkung sicher in Frage. Ein vollkommen 
klarer Einblick in diese Erscheinungen kann erst bei Be- 
tracbtung der Erscheinungen der sogenannten Elektrostriktion 
gewonnen werden, die wir fur eine viel spatere Zeit aufsparen. 
Da aber auch die Druckkrafte der Elektrostriktion bisher nicht 
direkt aus den mechanischen Eigenschaften der Medien, son- 
dern nur aus dem Principe der Erhaltung der lebendigen 
Kraft abgeleitet werden konnten, so ist dieses Princip auch 
liier die eigentliche Quelle aller unserer Schlussfolgerungen. 

Ware der Korper, in dem sich die beiden Elektricitatsmengen 
befinden, ein fester, so konnten bewegende Krafte nur beob- 
achtet werden, wenn man mn diejenige Elektricitatsmenge, auf 
welche gewirkt wird, ein kleines Loch in den Korper macht; 
sobald dann dieses Loch mit einer tropfbaren oder gasformigen 
Fliissigkeit gefullt wird, ist deren Dielektricitatsconstante nur 
dann ohne Einfluss, wenn das Loch die G-estalt eines Cylinders 
hat, dessen Ausdehnung in der Richtung der Kraft gross gegen- 
iiber seinen Querdimensionen ist. (Bezuglich des Beweises vergl. 


x ) v. Helmholtz, G-esamm. Abh. Bd. I, S. 614. 
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§ 19.) Dann ist also die Kraft dieselbe, wie in dera Falle, 
wo der umgebende Korper fliissig ist und wo kein weiteres Loch 
erforderlich ist, als das in Folge der Verdrangung der Flussig- 
keit durch den eingetancbten Korper entstebende. Letzteres 
ergiebt sich, indem man das Lock zuerst mit einer Fliissigkeit 
anfullt, welche dieselbe Dielektricitatsconstante wie der feste 
Korper bat und dann diesen aucb verflussigt, wo durcb seine 
elektriscben und magnetiscben Wirkungen nicbt geandert werden. 


Siefoente Yorlesung. 


§ 14. Betracbtung mit der Zeit unyeranderlicber 
ausserer elektromotoriscber Krafte. 

Wir betracbteten bisber den Fall, dass zur Zeit, welcbe 
wir ins Auge fassen, die ausseren elektromotorischen Krafte 
zu wirken aufgebort baben, und daber X = F = Z = O ist. 
Wir saben dann, dass der gesammte ubrig bleibende Zu- 
stand sich einer Grenze nahern muss, fiir welche in Leitern 
P = Q = R = 0 ist. Diesen bisber betracbteten Grenzzustand 
nannten wir den des elektrostatiscben Gleicbgewicbtes. 

Nun geben wir zu dem Falle iiber, dass zwar zur be- 
trachteten Zeit die ausseren elektromotorischen Krafte nicbt 
verscbwinden, wobl aber scbon lange von der Zeit unabhangige 
Wertbe batten, dass also X, Y , Z nur Funktionen der Coordi- 
naten, nicbt der Zeit sind. 

In Isolatoren sind die ausseren elektromotorischen Krafte 
diejenigen, welche an deren Oberflacbe die Reibungselektricitat 
hervorrufen; aucb die Krafte, welche Pyro- und Piezoelek- 
tricitat erzeugen, gehoren yermutblich bierber. Da die Yor- 
gange, wahrend deren diese Elektricitatsarten erregt werden, 
vollkoHimen dunkel sind, so wollen wir uns bier mit ihnen gar 
nicbt befassen, sondern lediglicb die Wirksamkeit der ausseren 
elektromotorischen Krafte in den Leitern betrachten. In den 
Isolatoren soil daber nach wie vor X = T = Z = 0 sein. 

Wir denken uns einen beliebigen Anfangszustand gegeben, 
wobei jedocb die Licbt- oder Hertz’schen Wellen, die sicb mit 

Boltzmann, Vorlesungen,' II. 5 
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tpflanzungsgeschwindigkeit von derselben Grossen- 
ie das Licht ausbreiten, schon abgelaufen sein sollen. 
der Gleichungen D treten dann die Gleichungen 33. 
)etrachten nnn beliebige fiir t = 0 geltende Anfangs- 
en, die wir kurz die Anfangsbedingungen A nennen 
Venn dieselben erfiillt sind, soil nach Verlauf der 
1: 

P = P (£), Q = Q (jf), a = a(t) etc. 
g der Zeit war also: 

P = P(o), Q = Q{o), cc — a (o) etc. 
xleichungen stellen also die Anfangsbedingungen A 
Lrlicb sind aucb alle Grossen Funktionen der Coordi- 
.s wir aber nicht besonders zum Ausdruck bringen 
ezeichnen wir mit t x irgend eine positive Grosse, so 
= £,: 

P = Pfo), Q = Q (^)- & = a (^) etc. 

iten die letzteren Gleichungen auch als Anfangs- 
en auffassen (die Anfangsbedingungen B). Dann 
. Yerlanf der Zeit t: 

: P(* + Q = Q (t + *l)> a = a(t+ t x ) etc. 
asere Differentialgleichungen linear sind, so miissen 
mzen: 

.) - P W, Q {t + - Q {t), BQ + tJ-R (0 etc. 

entialgleichungen geniigen, wenn darin X = Y = Z = 0 
rd. Sie stellen also die Losungen dieser Differential- 
n fiir diesen Fall dar, wenn zudem die Anfangs- 
uch der Differenz der von den Bedingungen B und 
rten Werthe sind. Fiir diesen Fall wurde aber be- 
esen, dass nach. Verlauf einer sehr langen Zeit in 
ern P = = P = 0 sein muss. Es muss also jetzt 

tern fur grosse Werthe von t die Gleichung bestehen: 
P(*+4)-P$= 0. 

liches gilt natiirlich von Q undP. Da diese Gleichung, 
r t gross ist fiir jeden Werth von t ± , gelten muss, 
dass in Leitern P und natiirlich ebenso Q und P 
mf einer langen Zeit von der Zeit unabhangig, also 
rerden miissen. Wir nennen den hierdurch bedingten 
len der stationaren Stromung. 
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Der einzige Unterschied zwischen den elektrostatiscben 
Erscbeinungen und denen der stationaren Stromung bestebt 
also darin. dass im ersteren Palle in den Leitern P=Q — E = 0 
ist, im letzteren dagegen diese Grossen bloss von der Zeit un- 
abbangig zu sein brauchen. Gemass den Gleichnngen 33 
miissen daher anch die Ableitungen von cp nach den Coordi- 
naten von der Zeit unabbangig sein. Fur die Isolatoren folgt 
nacb wie vor aus der Gleichung 16, dass e w von der Zeit un¬ 
abbangig ist. Ans der Gleicbung 15 folgt, da 2), P, Q 7 E 
nicbt Funktionen der Zeit sind, anob fur Leiter, dass e w von 
der Zeit unabbangig sein muss, und da wir Oberflacben- 
•elemente nur als Volumelemente, sei es von Leitern oder 
Nicbtleitern, betracbten, folgt dies aucb fur E w , 

Will man die Gleicbung 15, weil E far Leiter zweifelhaft 
ist, nicht verwenden, so folgt fur Leiter und an der Grenze 
eines Leiters und Nicbtleiters aus 16 und 41 jedenfalls, dass 


d e 

w 

d t 


und 


dE on 


d t 

von der Zeit unabbangig sind. Sollen daber und E w 
sicb nicbt ins Unendlicbe im gleicben Sinne andern, was 
schliesslicb zu unendlicber toniscber Bewegung, also zu unend- 
licber Energieerzeugung fiibren wiirde, so folgt wieder 


also: 

57) 


d e d E 

IT ~ TTt~ u ’ 

dL{P + X) dL(Q + Y) dL(B + Z) ^ Q 
dx dy d% 


Dieselbe Gleicbung batte man direkt durcb Differentiation der 
ersten der Gleicbungen 34 nacb x, der zweiten nacb y und 
der dritten nach 2 und nacbberige Addition der so erbaltenen 
Gleicbungen gewinnen konnen. 

Fiibrt man cp ein, so folgt: 



und fur die Trennungsflacbe zweier Leiter: 


59) 


^ _ O 

An 1 




d <Po .q 
An 0 


5 
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wo wieder 8 die Componente des Vektors (X, Y } Z) in der 
Richtung der Normalen n ist. Wenn in der Trennungsflacke 
selbst keine elektromotoriscke Kraft tkatig ist, so reducirt sick 
dies anf: 


60) 


j d (fii _ r d (p 0 

1 dn ~~ 0 dn 


Scheidet die Trennungsflacke einen Isolator von einem Leiter, 
so erhalten wir fur den Isolator L = S = 0, und daker ftir 
den Leiter nnter Weglassung des Index: 

61) *2--S = 0. 

' dn 


oder wenn auck 8 versckwindet: 


62) ^ = 0. 

J d n 

Im Innern von Nicktleitern ist cp durck dieselbe Gleickung: 



die wir sckon in der Elektrostatik katten, und an der Grenze 
zweier Nicktleiter durck die Gleickung: 

40) ± (d 0 ^ - D^) 

J 4 tc \ 0 dn 1 dn ] 

bestimmt, wo e w und E w die unveranderlick gegebenen Mengen 

wakrer Elektricitat, oder wo solcke feklt, gleick Null sind. 

An der Grenze eines Leiters und Nicktleiters ist 


= - 


4 7i 1 dn 


JE w do ist die gesammte Elektricitat auf dem Leiter. Die 
Nor male gekt vom Leiter gegen den Isolator. 

Endlich kann cp selbst an der Trennungsflacke keinen 
Sprung macken, da ja sonst seine Ableitungen nack den Coordi- 
naten, also die toniscken Bewegungen, unendlick wiirden. Nur 
wenn an der Trennungsflacke die ausseren elektromotoriscken 
Krafte X, Y, Z selbst unendlick wiirden, konnte dies der Fall 
sein. Es wird dieser Fall in der Tkeorie kaufig angenommen, 
namlick jedesmal, wenn man an der Berukrungsstelle zweier 
Korper eine sogenannte constante Potentialdifferenz voraus- 
setzt. Wir betrackten eine solcke aber immer als Grenze des 
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Falles, dass in einer sekr diinnen Schieht sehr grosse elektro- 
motorisclie Krafte existiren, wovon sogleich auf der nachsten 
Seite die Rede sein soil, und setzen daher Yorlaufig uberall 
Continuitat von cp Yoraus. Dariiber, dass durch die Gleichung 
58 und die darauf folgenden Gleichungen and Oontinuitats- 
bedingungen cp eindeutig bestimmt ist, vergleiche Riemann’s 
Vorlesungen iiber Schwere, Elektr. and Magn. (bearb. von 
Hattendorf, S. 57 und 58), welcher genaa dieselben Glei- 
ebungen gewinnt, nur dass er das, was wir als Mosses Bild be- 
tracbteten, zur materiellen Grundlage ihrer Ableitnng benutzt. 


§ 15. Specialisirung des im yorigen Paragraph 
betrachteten Falles. 

Wir betrachten einen speciellen Fall; es sei erstens ein 
beliebiges zusammenhangendes System © you Leitem gegeben, 
in denen beliebige aussere elektromotorische Krafte wirken, 
die aber nicht mit der Zeit Yeranderlich sind. Ein zweites 
beliebiges System verbundener Leiter <S A , in dem aber keime 
ausseren elektromotorischen Krafte thatig sind, werde in ge- 
wissen Punkten mit dem Systeme © in Beriihrung gebraeht. 
Filr das zweite System muss nach Gleichung 58 und 62 im 
Innern uberall 



sem. 

Wenn zufallig an alien Beruhrungspunkten im Systeme © 
schon vor der Beriihrung <p denselben Werth c hatte, so ge- 
nugt man diesen Gleichungen, indem man im System & A uberall 
setzt (f> = c, und es ist dies nach dem citirtefn Satze Rie- 
mann’s auch die einzig mogliche L5sung, abgesehen you einer 
zu cp hinzutretenden in heiden Korpem gleichen Coftstanten. 

Ein specieller Fall ist der, dass nur ein Beruhrungspunkt 
existirt; die Losung fur das System ©^ ist dann immer cp = c f 
gleich dem Werthe des cp im Beruhrungspunkte. 
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Ganz anders wiirde sicli die Sache gestalten, wenn ©.* 
das System © in mehreren Punkten beriihrte, in denen ver- 
schiedene Werthe von <p herrschten. Dann miissten elektrische 
Strome im Systeme <& A entstehen. 

Betrachten wir ein anderes Beispiel: unter © verstehen 
wir ein System von derselben Beschaffenheit wie friiher; zwei 
Punkte A xmd B desselben sollen mit je einem anderen Leiter- 
system © 4 , resp. ©^ in Yerbindung stehen, welche letztere beide 
ohne aussere elektromotoriscbe Krafte sind. 1st das System ® A 
im Uebrigen vollkommen isolirt, ebenso und steben auch 
©^ und ©^ nicbt miteinander in leitender Yerbindung, so er- 
fiillt man die Bedingungsgleicbungen fur das vereinte System 
@©^©jb, indem man der Funktion cp im ganzen Innern von 
©^ den Wertt <p A , ebenso im ganzen Innern von ©# den con- 
stanten Wertb <p B beilegt, wobei <p A und cp B die Werthe von 
(p sind, die vor der Beruhrung in A , resp. B herrschten. Zu 
(p selbst kann natiirlich eine additive Constante, welche fiir alle 
drei Systeme denselben Werth hat, hinzutreten. Die Differenz 
<Pb — <Pa ist aber durch die Beschaffenheit des Systems ©,. 
der daselbst herrschenden ausseren elektromotorischen Krafte, 
und die Lage der Beriihrangspunkte A und B vollkommen 
bestimmt, und von der Gestalt und Beschaffenheit der ©^ und 
©•g unabhangig. 

Es ist dies der bekannte Fall, dass zwei Leiter mit den 
Polen einer galvanischen Batterie verbunden werden; sie er- 
halten dadurch eine gegebene Potentialdifferenz. Es braucht 
kaum erwahnt zu werden, dass dasselbe auch gilt, wenn die 

Beruhrung zwischen © und ©^ in vielen Punkten A v A 2 . 

stattfindet, wenn nur in alien diesen Punkten auf © schon 
vor der Beruhrung gleiches Potential herrschte. Dasselbe gilt 
auch fur ©#. Falls eine durch directe Beruhrung zweier Leiter 
erzeugte constante Potentialdifferenz uberhaupt angenommen 
wird, wollen wir uns dieselbe immer so denken, als ob zwischen 
denselben eine, wenn auch nur sehr diinne leitende Schicht 
von der Beschaffenheit des soeben mit © bezeichneten Leiters 
vorhanden ware. Ware eine solche Schicht zwischen den 
friiher mit @ und ©^ bezeichneten Leitem enthalten, so ware 
sie einfach zu @ hinzuzurechnen. Wir konnen daher diesen 
Fall immer auf den friiher discutirten zuruckfuhren. 
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Wir haben hiermit erst die Gleichungen fur dasjenige 
Problem gefunden, welches man als das allgemeinste Problem 
der Elektrostatik zu bezeichnen pflegt. Dieses beziebt sicb 
auf den folgenden Fall (I): 

Es sind beliebige System e von Leitern gegeben, die in 
beliebige Isolatoren beliebig eingebettet sind. In den Isola- 
toren konnen gegebene wabre Elektricitaten vorbanden sein. 
Gewisse Leiter konnen mit solcben verbunden sein, in denen 
mit der Zeit unveranderliche aussere elektromotoriscbe Krafte 
berrscben, und die wir wieder © nennen wollen. Doch 
sollen dadurcb nie zwei Punkte eines Letters @, in denen ver- 
scbi§dene Wertbe von <p berrscbten, zum zweiten Mai leitend 
verbunden werden. Es ist dabei sogar der Fall nicbt ausge- 
scblossen, dass im Innern eines Letters © elektrische Strome 
vorbanden sind, was immer eintritt, wenn darin X, T, Z nicbt 
die partiellen Differentialquotienten einer eindeutigen Funktion 
der Coordinaten sind. 

In der landlaufigen Elektrostatik wird der Leiter © als- 
dann von der Betrachtung durch die Annahme ausgescblossen, 
dass er so klein oder so entfemt ist, dass, abgeseben von der 
durcb ihn erzeugten constanten Potentialdifferenz, die Zustande 
in seinem Innern nnd an seiner Oberflache von keinem Ein- 
flusse sind. 

Diese Potentialdifferenz (p B — 9 o A beisst die elektromo¬ 
toriscbe Kraft jenes Letters © zwiscben den Punkten A und B. 
Fur jedes System in Beriihrung stehender Leiter muss natiir- 
lich noch die Gesammtmenge der wahren Elektricitat gegeben 
sein, welcbe sicb von Anfang an darauf befand, und welche 
mit der freien Elektricitat zusammenfallt, sobald nur ein Di- 
elektricum vorhanden ist, in welchem JD = b = 1 gesetzt 
wird. 

Der Fall (I) umfasst aucb den specieUen Fall, dass ge¬ 
wisse Leiter durch diinne leitende Faden obne aussere elektro¬ 
motoriscbe Krafte mit einem urspriinglich unelektrischen Leiter 
verbunden sind, der entweder sehr gross und sehr entfemt ist, 
oder alle im Problem in Frage kommenden Korper umhiillt. 
In alien diesen Leitem muss dann cp denselben Werth wie in 
dem grossen haben, welcher gleicb Null angenommen werden 
kann. Enthalt der diinne leitende Faden aussere elektro- 
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motorische Krafte, so unterscheidet sich cp durch einen con- 
stanten Worth von dem Werthe des cp im grossen Leiter. 

Sind die Bedingungen des Falles (I) nicht realisirt, so 
haben wir stationare Stromung. Doch wurde der allgemeinste 
Fall, dass in einem belie big gestalteten Leiter beliebige 
aussere elektromotorische Krafte wir ken, kaum untersucht. 
Man beschrankt sich auf gewisse Specialf alle, die in der 
Praxis meist angenahert realisirt sind. 

Hierher gehort zunachst der Fall, dass zwei Punkte von 
verschiedenem elektrostatischen Potentiale A und B eines 
Leiters @, in welchem aussere elektromotorische Krafte thatig 
sind, noch dnrch einen anderen Leiter ©' leitend verbunden 
sind. in dem solche fehlen. Das elektrostatische Potential im 
Punkte A konnen wir fur beide Leiter immer gleich Null setzen. 
So lange sie sich nicht beriihren, soil das elektrostatische Po¬ 
tential im ersten Leiter den Werth /, im Punkte B desselben 
den Worthy = a haben, was wir die elektromotorische Kratt 
desselben zwischen A und B nennen konnen. 

Ferner sei i// diejenige Function, welche durch die Be¬ 
dingungen bestimmt ist, dass im ganzen Innern des Leiters ©' 
die G-leichung A if/ = 0, oder wenn L veranderlich ist, 



und an seiner ganzen Oberflache, mit Ausnahme zweier unend- 
lich kleiner, die Punkte A und B umgebender Gebiete die 
Gleichung 


erfiillt ist; endlich, dass \f) r A (der Werth des i// im Punkte A) 
gleich Null, dagegen ip' B gleich Eins ist. sei eine Function, 
welche dieselben Bedingungen fur den Leiter © erfiillt. So- 
bald sich die Leiter beriihren, geniigt man dann alien Be¬ 
dingungen, wenn man im Leiter © setzt: ~ z — By, im 

Leiter ©' aber cp = B \fj' 7 wobei B und B r noch zu bestim- 
mende Constanten sind. Die Gesammtmenge der neutralen 
Elektricitat, sowohl der positiven, welche in der einen, als 
auch der negativen, welche in der anderen Bichtung in der 
Zeiteinheit durch irgend einen Querschnitt des Leiters © oder 
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Uiosst, ist Hlr joden Quorschnitt dieselbe, da ja uuseren 
(> loiehungon gomass die noulrale Kloktrioitat wie eino iiicom- 
proMsihU^ Fliissigkoit strbmt. Wotm wir dim der Riehtung der 
Nunimlim n ontgogengosotzton Strom als positiv milieu, so luit 
dioHc Gesammtimmgo nac.h Formol 20 den Worth: 



i'tber jillo Fiaehimelenumlo irgond nines Quorsehuittcs dos Lei- 
tors S erslrookt. Untor tiuorsclniitt ist naturlioh eine Fliichc 
•mi vorstolum, wolrho don von boidon Loitorn gebildoton zwei- 
iueh zusammenhiiugondtm Raum in oinon oinl'aoh zusanmion- 
hangimdun vorwaudolt. Daw Integral*) ist cine nur von der 
BoseluUl'enheit do.s Loiters S' und der Lage dor I > unkte A and 
H uuf domsolbon abluingigo Grosso. JBs hangtnieht von der 
■BusohalVoriheit dos mit don Punkton ./ und £ vorbundeneu 
Goiters S und den dasolbst thiitigon ilusseren olektromoto- 
risohon KriUton ab, Soin Worth soil der reoiproko Widorstand 
dos Loitors S' zwisohon don Punkton A und £ heissen, und 
mit l / tr bozoiehuot wordeu. 

Kbonso lindet man 1'ilr oinon Quoraolmitt dew Leiters S: 

• 

wohoi .V die Gompononto dos Voktors .V, Y, Z in dor Riehtung n 
sonkrooht zu da ist. Dio positivo Normalonriohtung goht in 
boidon Doitorn von dor Suite, wo Punkt A liegt, gegen die, 
wo Punkt H liegt. Im Loiter S muss dahor die positive 
Stromriohtung mit dor positiven Normalenrichtung liberein- 
stimmou. Da vor dor Bortthrung der beiden Leiter kein Strom 
war, und in S das Potential / horrschte, so muss: 

/*G:-*)* 

fllr jodon t^uersohnitt vorsebwindou. Da ferner fUr den Punkt £ 
die Punktiomm »/< und \}< den Worth Kins, dagegen x den 
Werth a hat, so ist tftr diesen Punkt, der sowohl dem Leiter S 
als auch S' augehOrt, q. a* «5P«s « — Fine etwaigePotential- 
differeuz in Folge <lea Gontakts der sieh in £ berUhrenden 
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Metalle ware noch zu den in © wirkenden ausseren elektro- 
motorischen Kraften zu rechnen. Setzen wir daher noch: 

63) fzp?~do = ±, 

J J an w 

so erhalten wir: 

‘ — ~ __ a ~ # 

w w' w ? 

das bekannte Ohm’sche G-esetz. Die gegenwartige Ableitung 
dieser Formel erscheint vielleicht iibermassig complicirt. Ihr 
Nutzen tritt aber sofort hervor, wenn es sich inn die Wirkung 
elektromotorischer Krafte in nicht linearen Leitern, z. B. den 
beim Hall-Phanomen gebrauchlichen Platten handelt. 

Natiirlich erhalten wir auch die sogenannten Kirchhoff’- 
schen Formeln fiir die Stromverz weigung , und es tritt recht 
deutlich hervor, dass deren Griltigkeit nicht auf lineare Strom- 
leiter beschrankt, sondern bloss an die Bedingung geknlipffe 
ist, dass die Beriihrung an einzelnen Punkten stattfindet. 
Da, was schon oft betont wurde, gemass unseren Grlei- 
chungen sich die neutrale Elekricitat, wie eine incompressible 
Flussigkeit bewegt, so versteht es sich von selbst, dass in 
jedem Punkte, wo sich mehr als zwei Leiter beriihren, die 
Summe aller eintretenden gleich der Summe aller austretenden 
Elektricitat sein muss. 

Betrachten wir ferner einen beliebigen aus alien Leitern 

hervorgehobenen geschlossenen Kreis vonLeitern © 1? @ 2 .© w 

von denen je zwei sich in einem Punkte beriihren. Die Be- 

riihrungspunkte seien der Reihe nach: A l2 , A 23 . A ni ; 

'ipjc sei eine Funktion, welche fiir den Leiter © fc eine analoge 
Differentialgleichung und analoge Oberflachenbedingungen be- 
friedigt, wie friiher xp und xp', also im Punkte A k _ 1}k den 
Werth Null, im Punkte A k}k ^. 1 den Werth 1 hat, und es sei: 

w k = 1: — do. 

J dn 

Ferner sei & k ^ 1>k der Werth des cp im Punkte A k ~dann 
geniigt die Funktion 

(p k = ('& k , k + i — — k 

der Differentialgleichung und den Oberflachenbedingungen fiir 
das Potential und hat in den Punkten A k „ lik und A kjk+x auch 
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itigen Werthe, falls in clem Leiter <5* keine elektro- 
ihe Kraft thatig ist. 1st dagegen eine solche thatig, 
If/c der Wertb der Potentialfunktion an irgend einer 
wenn derselbe im Punkte A-i, k gleich Null ist und 
dgen Punkte der Oberflache des Leiters isolirt sind. 
kte A k> k + 1 babe % k den Wertb a k . In unserem Falle 
. sollen die Wertbe des Potentials in den Punkten 
und A kjk + 1 gleich und + i sein. Daher 

wir dem Potentiale den Werth ertheilen: 

Pk = 'd'k- 1, k + i&k, k + 1 — &k~ 1, k — &k) tyk + Xk • 

in Querscbnitt des Leiters wieder verschwindet, so ist 

7 c+l + *9fc-l, k) J d ° = (a k '—& k} + k)~^r * 

came aller dieser G-leicbungen liefert: J?i k w k = J£a k . 
snn in einem Leiter die Leitungsfahigkeit L sebr klein 
>er der sammtlicher angrenzenden Leiter ist, so ist 
)v Bedingungsgleicbung 60 d<pjdn in alien umgebenden 
unmittelbar an seiner Oberflacbe gleich Null. Der 
rerhalt sicb also, wie zu erwarten stand, fast wie ein 
ter. Wenn man daber aucb die Existenz absoluter 
ter nicbt zugiebt, so siebt man doch, dass ein System 
iter Leiter, wenn es von lauter sebr schlechten mu¬ 
st, sich wahrend langer Zeit fast so verhalt, als ob 
tandig isolirt w&re. 

3nn in einem einzelnen von ausseren elektromotoriscben 
freien Leiter die Leitungsfabigkeit L sebr gross gegen- 
er der Umgebung ist, so ist an seiner Oberfiache 
i = 0, in seinem Innern Acp = 0, daber <p iiberhaupt 
t. 
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§ 16. Beispiele fur die Analogie der Elektrostatik und 
der Theorie der stationaren Stromung. 

In der Theorie der stationaren Stromung durcli Flachen 
und Korper pflegt man gewohnlich anzunehmen, dass in diesen 
selbst keine elektromotorischen Krafte thatig sind, dass sie 
aber an zwei Stellen (den Elektroden) mit je einem Korper 
yon sehr grosser Leitungsfahigkeit verbunden sind; In jeder 
Elektrode bat cp einen gegebenen Wertk. Es ergeben sich bier 
zwei Probleme, deren Losungen stets yollkommen analog sind. 

Das erste lautet folgendermaassen: Der gesammte Raum 
sei von einer beliebigen Zabl you Dielektricis erfiillt, in deren 
Innem sicb nirgends wahre Elektricitat befindet. In den- 
selben sollen sicb zwei nicbt in Beruhrung stehende, Yon 
ausseren elektromotoriscben Kraften freie Leiter, die Conden- 
satorbelegungen, befinden, in denen cp je einen gegebenen 
Werth bat. Im Innern jedes Dielektricums erbalt man nacb 
Gleichung 15 a: 



fur jede Trennungsflacbe zweier verscbiedener Dielektrica nacb 
Gleicbung 40: 

T) ^ ^ _ 7) ^ ^0 

1 dn 0 dn 

Die gesammte wabre Elektricitat auf einer der Condensator- 
belegungen ist: 

64) W= fl! w do= -J-CjD^-do, 

' J 471J dn 7 

wobei der Wertb von dcpjdn im Isolator unmittelbar am 
Oberflachenelemente do zn nebmen ist, und die Normale vom 
Leiter gegen den Isolator bin zu zieben ist. 

Denken wir uns statt der Dielektrica ein System von 
Leitern verscbiedener Leitungsfahigkeit L , statt der Conden- 
satorbelegungen Leiter von sehr grosser Leitungsfahigkeit 
(Elektroden), so erbalten wir genau dieselben Gleichungen, nur 
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dass uberall 4 %L fur D zu scbreiben ist. Der Grosse IF 
analog ist die Grosse: 

/= - fL^do, 

J dn ’ 

welclie die Menge neutraler Elektricitat darstellt > die in der 
Zeiteinheit aus der betreffenden Elektrode in das Leitersystem 
eintritt, also die Intensitat des gesammten durch die betreffende 
Elektrode eintretenden galvaniscben Stromes; die Normale gebt 
wieder von der Elektrode in das System der anderen Leiter. 

Falls die Werthe von J fur beide Elektroden gleicb, aber 
entgegengesetzt bezeichnet sind, so fliesst keine Elektricitat ins 
Unendlicbe ab, sonst aber zerstreut sich deren algebraische 
Summe ins Unendlicbe. Wenn die eine Elektrode die andere 
ganz umbullt, kann natihiicb nur der erstere Fall eintreten, 
daber muss in diesem Fall© aucb die algebraiscbe Summe 
der auf beiden Condensatorbelegungen yorbandenen Elektricitat 
gleicb Null sein, was aucb aus Acp = 0 und dem Green’scben 
Satze folgt. Tritt dieser Fall bei einem Condensator ein, so 
nennt man den Quotienten Wjh die Capacitat des Conden- 
sators, wobei b die Differenz der Potentiate an beiden Con¬ 
densatorbelegungen ist. Der Fall, dass nacb der Capacitat 
eines einzelnen Leiters gefragt wird, kann immer darauf zuriick- 
gefubrt werden, dass die andere Belegung eine unendbcb ent- 
fernte ibn umschliessende leitende Eugelflacbe ist, mit der 
aucb etwa in der Nabe befindlicbe zur Erde abgeleitete Leiter 
verbunden zu denken sind. Analog beisst, wenn J fur beide 
Elektroden denselben Werth bat (nur entgegengesetzt bezeicb- 
net), der Quotient J\b der reciproke Widerstand 1/w des 
Leitersystems. 

Folgendes begriindet nocb einen quantitativen Unterscbied 
beider Probleme. Beim letzteren kommt es baufig yor, dass 
gewisse Stellen im Baume nicbtleitend sind, ja sogar, dass 
die Leiter die Form sebr dunner Flacben oder Drabte baben, 
und der ganze iibrige Baum nicbtleitend ist. Fiir jedes 
Flachenelement, welcbes einen Leiter vom nicbtleitenden Baume 
trennt, ist dann dtpjdn im Innern des Leiters, aber un¬ 
mitt elbar an der Oberflacbe, gleicb Null zu setzen. Der ana- 
loge Fall beim ersten Problem ware der, dass sammtbcbe be- 
tracbtete Dielektrica sebr grosse Werte 1 yon J9, d. h. sebr 
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grosse Dielektricitatsconstanten gegentiber der Umgebung, 
batten. Dies wird kaum irgendwo reabsirt sein. 

Dagegen mag sebon bier bemerkt werden, dass die Glei- 
cbungen fur die magnetisebe Induction genau dieselben wie 
fiir die dielektrische Polarisation sind, dass daber aucb die 
magnetisebe Induction dieselben Gesetze befolgt, wie die 
stationare elektrisebe Stromung, was namentlieb in der Elektro- 
teebnik ausgedehnte Anwendung gefanden bat. Zudem ist 
bier aucb die Magnetisirungszabl des Eisens ziemlicb gross 
gegentiber der der Luft, so dass man aucb die Eisenmassen, 
in denen Magnetismus inducirt wird, in erster Annaherung 
wie Leiter betraebten kann, die sicb in einem isolirenden 
Medium befinden. Da sicb die Vorgange vollstandig identiscb 
abspielen, ist es naturlich, aucb bei Dielektricis von der Lei- 
tung der dielektriscben Induction von der einen zur anderen 
Condensatorbelegung zu spreeben, und D als die dielektriscbe 
Leitungsfabigkeit zu bezeiebnen, welcbe Ausdriicke in der Lehre 
von der magnetiseben Induction bereits allgemein tiblicb sind. 

Bekanntbcb denkt man sicb in Dielektricis Curven, welcbe 
in alien Punkten die Bicbtung des Vektors (mit den Com- 
ponenten P,Q,.R) baben. Um zu bestimmen, wie diebt die¬ 
selben zu zieben sind, lege man ein Flacbenelement do senk- 
reebt zu ibrer Bicbtung. Den Quotienten seines Flachen- 
inbaltes in die Anzabl der bindurcbgebenden Curven be¬ 
zeiebnen wir abgekiirzt als die Anzabl, welcbe normal durcb die 
Flacheneinbeit bindurchgebt. Dieser Quotient sei immer gleich 
dem Produkte -ZbA^. Die Curven selbst nennen wir die Kraft- 
linien (besser Linien dielektriscber Polarisation). Da im Leiter 
Z-P, Z-Q, Z'R die Stromcomponenten sind, so entspricht 
Bicbtung und Dicbte der Kraftlinien im Dielektricum der 
Stromrichtung und -dicbte im Leiter. 1 ) Man sagt daber aucb, 
im Dielektricum werden die Kraftlinien geleitet. Wo Elek- 
tricitat ein- oder ausstromt, oder in Dielektricis, wo sicb wabre 
Elekricitat befindet, entsteben oder enden im Leiter Strom-, 
im Dielektricum Kraftlinien. 

Wir betraebten nun ganz specielle Falle. 

*) Sollte die Uebereinstimmung eine numerische sein, so miisste die 
Anzahl, die normal durch die Flacheneinlieit geht, gleich D N t / 4 n sein. In 
der That setzt Maxwell f — 7) PI4n, aber beim Magnetismus a= Mcc. 
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1. cp sei nur Funktion von x; fur x = 0 sei <p = 0. fur 
x = a habe (p den Werth b\ we gen 


wird 


V 5=8 


& X 

a 


Handelt es sick nm das Problem der dielektriscken Polari¬ 
sation, so sind die Ebenen x = 0 und x — a zwei leitende 
Condensatorplatten. Die Menge W wahrer Elektricitat auf 
der Flacke Q einer der Condensatorplatten ist: 

AAo. 

4 Tt a 


•es ist also D Qj 4 tt a die Capacitat C des Condensators bei 
beliebiger dielektriscker Zwisckensckicht. Ist das reale Stan- 
dardmedium Zwisckenschicht, so ist D = 1; die Capacitat ist 
daker Die durck die Formel 11 gegebene G-rosse I) 

kann also experimentell als der Quotient dieser beiden Ca- 
pacitaten definirt werden. 

Ware die Dielektricitatsconstante in dem Medium zwiscken 
den beiden Platten sekr viel grosser als ausserkalb, so wiirden 
die obigen Formeln auck gelten, wenn die Distanz der Platten 
nickt klein gegen die Dimensionen ikrer Flacke Q ware. 

Die analogen Gleickungen bezieken sick bei dem Pro- 
bleme der Elektricitatsleitung auf den Fall, dass an Stelle 
der beiden Condensatorbelegungen zwei sekr gut leitende 
Platten von der Flacke Q treten und der Zwisckenraum eben- 
falls eine leitende Substanz ist. Entspreckend der friikeren 
Formel fiir If erhalt man jetzt fur die Stromstarke den Wertk: 

Jrrz L-b Q > 


entspreckend der Formel fur die Capacitat C fiir den reciproken 
Widerstand den Wertk: 

JL == jL = L ® 

w b a 


65) 


Die specifiscke Leitungsfakigkeit L kann daker definirt werden 
als die Elektricitatsmenge, welcke durck den Querscknitt 1 
kindurckgekt, sobald auf die Langeneinkeit die Potentialdiffe- 
xenz 1 entfallt. Hier ist sie im elektrostatiscken Maasse ge- 



80 


Achte Yorleaung. 


messen. In einem anderen Maasssysteme muss an ibre Stelle 
L h (vgl. Grl. 22 b) treten, damit zum Obm’scben Gesetze kein 
constanter Faktor binzukommt. 

Bei diesem zweiten Probleme ist die Umgebung gewobn- 
lich so schlecbt leitend, dass die Bedingungen selbst dann nocb 
erfullt sind, wenn Q klein ist, und der Leiter, nm dessen 
Widerstand es sich bandelt, die Form eines diinnen Drabtes bat. 

2. Die beiden Condensatorbelegnngen, resp. Elektroden, 
seien zwei coaxiale Cylinderflacben. Dann folgt ans Acp — 0: 

(p = a It +* A , 

wobei a und A Constante, r die Entfernung von der Cylinder- 
axe, l den natiirlicben Logaritbmus bedeutet. Die Potential- 
wertbe an beiden Condensatorplatten sind: 

cp Q = a Ir 0 + A und 9 d 1 — alr x + A. 

Die Elektricitatsmenge auf einer der Platten ist: 

D Qa _ Djcpt — 

4 71 r 0 2 (l r x — l r 0 ) 

d ist die Lange der beiden concentriscben Cylinder, der Index 0 
beziebt sicb auf den inneren, der Index 1 auf den ausseren 
derselben. Die Capacitat des von beiden Cylindern gebildeten 
Condensators ist daber: 

b6) 2(ir 1 -ir a )’ 

und analog ware der reciproke Widerstand eines zwiscben 
beiden Cylindern entbaltenen Leiters: 

2 7t L 8 
tr x - lr 0 

1st das umgebende Material geniigend scblecbt leitend, oder 
von geniigend kleiner Dielektricitatsconstante, so braucht 
wiederum S nicbt sebr gross gegeniiber r x — r 0 zu sein. 

3. Fur zwei concentrische Kugeln mit den Radien r 0 und 
r x wird: 

a . A 
(p = T + A, 

daber die Elektricitatsmenge auf einer der Kugeln 'ff ~ D a 
und die Capacitat 

D r 0 
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dagegen die Stromstarke I = 4 % a L und der reciproke Wider- 
stand 

4 7 t L r 0 r t 

n-ro 


4 . Etwas allgemeinere Formeln erhalten wir wie folgt. 
Seien r und r r die Entfernungen eines beliebigen Punktes P 
der #y-Ebene yon zwei fixen Punkten A und B , welche die 
y-Coordinate 0, aber die ^-Coordinate c 7 resp. — c haben; 
dann geniigt: 

67 ) 


wenn g und g' Constanten sind, wieder der Gleichung A(p~Q. 
Die Gleichung cp — const, re- 
ducirt sich dann auf r = ar\ 

Die Curven gleichen Poten¬ 
tiates in der ^y-Ebene sind 
also Kreise. 

Bezeichnet man mit M 
den Mittelpunkt eines solchen Fig. l. 

Kreises (Fig. 1), mit C und JD 

dessen Durchschnittspunkte mit der Abscissenaxe, so findet 
man leicht: 



68) 0<7=c-i^, OI) = c 1 -±^, GM=^ t , 

' 1 -r a 1 — a 1 — a? 

69 ) OC-OJD = OA*, AM-BM = CM 2 . 

Diese Ansatze liefern direkt die Stromung der Elektricitat in 
einer kreisformigen Platte, deren unendlich gut leitender Band 
die eine Elektrode ist, 
wahrend die andere ein 
unendlich kleiner ex- 
centrischer Kreis vom 
Centrum A ist. Die 
zweite der Relationen ^ 

69 liefert dann den 
Punkt B. Aus diesen 
Gleichungen kann aber 
auch die Stromung be- Fig. 2. 

rechnet werden, wenn 

die zweite Elektrode ein ebenfalls endlicher Kreis ist. Liege 



Boltzmann, Yorlesungen, II. 


6 
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dieser ganz innerhalb der ersten Elektrode und schneide den 
gemeinsamen Durchmesser in den Punkten C x und JD l (Fig. 2), 
dann konnen immer die Punkte A, B und 0 so gewahlt werden, 
dass, bei Annabme des Werthes 67 fur cp , beide Kreise Curven 
gleichen Potentiales sind. Die erste der Relationen 69, auf 
beide Kreise angewandt, liefert 0 C-OD = 0 C^OJD v daher: 




G0 1 -CD 1 


D D, — GG X / — jfAi-U’t 
Die Punkte A und B ergeben sicb dann aus 0 A 2 = OC-OJD . 
Die Potentialdifferenz an beiden Elektroden ist: 


91-90 = 




T B G X 'A D 
^AC^BD- 


Die Stromstarke bleibt dieselbe, als ob A und B unendlich 
kleine Elektroden waren, sie ist also: 


/ = 2 % Lg 8, 

wobei S die Dicke der Platte ist. 

Der Widerstand aber ist: 

l 7 BG x -AD 

7/7 = _/ -i- . 

2n8L AG r BD 

Die Capacitat eines Condensators, der aus zwei geraden Kreis- 
cylindern mit parallel en, aber nicht zusammenfallenden Axen 
besteht, ist daher, wenn die beiden Kreise der Fig. 2 die 
Querschnitte der beiden Cylinder sind: 

Dd 

cj BG^AD ’ 

AG^BD 

Die Formeln konnen auch dem Falle angepasst werden, 
dass in einer unendlichen leitenden Platte zwei aus einander 
liegende kreisformige Elektroden vorhanden sind. Der Quer- 
schnitt wiirde dann durch Fig. 3 dargestellt. Angewandt auf 
ein Dielektricum wurden sie dann dem Falle entsprechen, dass 
die beiden Kreiscylinder ganz aus einander liegen. Hier 
brauchen nicht die beiden Cylinder mit gleichen Elektricitats- 
mengen geladen zu sein, wahrend frtiher auf der inneren Flache 
des ausseren Cylinders dieselbe Elektricitatsmenge wie auf der 
Oberflache des inneren sitzen musste. 

Die Losung eines anderen praktisch wichtigen Problems 
erhalten wir, wenn wir setzen: cp = gl(rr) + g. r und r haben 
dieselbe Bedeutung wie sub 4, worauf sich Fig. 1 bezieht, der 
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in der Figur gezeiclinete Kreis ist wieder derjenige, for welchen 
y = a r ist. 

Fur den normal zn diesem Kreise genommenen Diffe- 
rentialquotienten des cp findet man leicht 


da 


d<P _ 9{l—a?) g 

dn 2. OA. a GM 9 

= AM — AM — AM. — QAL 

BG ~ BD “ CM ~ BM 


1 st. 1 ) Wir bezeichnen den Einstromungspunkt B in der un- 
endlichen Ebene als das Bild des Einstromungspunktes A . 
Sei ausserdem noch ein zweiter Punkt A 1 innerbalb desselben 
Kreises gegeben, durch den gleicb viel Elektricitat ausstromt, 



als durch den Punkt A oder durch den Punkt B einstromt, und 
zeichnen wir wieder das Bild B x , durch welches nochmals die 
gleiche Elektricitat ausstromen soil, und dessen Lage dadurch 
definirt ist, dass es auf der G-eraden MA X in der Entfernung: 


MB 1 


MG* 

MA X 


von M liegt. 

Wenn die vier Elektroden A, B, A 19 B x in der unend- 
lichen Ebene gegeben sind, so wird der Werth des cp in irgend 
einem Punkte B (dem Aufpunkte) 


cp 


= Cfl- 




1 ) Setzt man namlich GM = D M = r, 0 M — AM — so wird 

AO c 4- r — % _ t — S’ AD __ & + r ~~ g __ r + S ^ 2 ___ r 2 

~BC * BD ~ %, + r + e 9*lt+r’ 

6 * 
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wobei r = PA, r' = PB, r x = PJ. 19 r/ = P B x ist. Als- 

dann wird fur die gesammte Peripherie des Kreises 


und man erhalt also die Stromung der Elektricitat durch eine 
begrenzte kreisformige Platte, wenn A und A x zwei Elektroden 
yon sehr kleinen Radien q 0 und ^ sind. Die Potentialdiffe- 
renz ist: 


<Pi~<Po = 


A, 2 .AB 1 .A 1 B 
Qo • £1 * -^1 B x . A B 


die Stromstarke ist J=2nLg8, daher ist der Widerstand 


1 7 AA X K AB 1 .A 1 B 

7/) = - / ___i__i_ • 

2nL8 < h . Ql .A 1 B 1 .AB 5 
8 ist die Dicke der Platte. 1 ) 

Fur Dielektrica wiirde dies die Ladung zweier diinner 
Drahte in einem cylindrischen Dielektricum darstellen. An 
Stelle der Elektroden wiirden die Querschnitte der Drahte, an 
Stelle des grossen Kreises der Quersehnitt des Cylinders treten, 
welcher Yon einem Dielektricum mit viel kleinerer Dielektri- 
citatsconstante umgeben sein miisste, was offenbar keinem 
praktisch realisirbaren Falle entspricht. 

Eine ganz andere Bedeutung hat das in gleicher Weise 
construirte Bild eines Punktes in der Theorie der Elektricitats- 
vertheilung auf Kugelflachen. Bedeutet namlich r und r jetzt 
die Entfernung eines beliebig im Raume gelegenen Punktes P 
Yon zwei Punkten A und B der Abscissenaxe, welche die Ab- 
scissen c und — c haben, und setzen wir 



a r' 


+ sf, 


wo a, g und g' wieder Constanten vorstellen, so stellt die 
Grleichung r = ar eine Kugelflache dar, auf welcher cp con¬ 
stant gleich g ist. Wenn also in A eine beliebige Elektricitats- 
menge g und in dem Bilde B die Elektricitatsmenge 

jr_ _ CM B C 

a~ 9 AM 9 AG 


>) Vgl. Kirchhoff, Ges. Abh., S. 11. 
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sich befindet, so ist die ganze Kugelflache eine Flache gleichen 
Potentiates, und zwar hat darauf das Potential denselben Werth, 
wie in unendlicher Entfernung. M ist der Mittelpunkt der 
Kugel, C der dem Punkte B zugewandte Durchschnittspunkt 
derselben mit den Abscissenaxen. Es liefert also dieser An- 
satz die Elektrisirung einer leitend nut der Erde verbundenen 
Kugel durch eine in einem Punkte concentrirte Elektricitats- 
menge. 1 ) 


§ 17. Andeutungen iiber das Verhalten der Stellen, 
wo die ausseren elektromotorischen Krafte ihren Sitz 

haben. 

Es war urspriinglich meine Absicht, an dieser Stelle noeh 
einige specielle Falle, so die Elektricitatsvertheilung auf zwei 
leitenden Kugeln und das Problem des Condensators von end- 
licher Plattendicke, zu behandeln, dessen zuerst von Kirch- 
hoff gegebene Losung leicht von der Beschrankung frei ge- 
macht werden kann, dass die Flatten kreisformig sind, wenn 
nur der Kriimmungsradius der Plattenperipherie iiberall gross 
gegen die Plattendicke und Plattendistanz ist. Doch die Anzahl 
der Fragen, die speciell die Maxwell’sche Theorie und deren 
Zusammenhang mit der alteren betreffen, ist noch so gross, 
dass ich lieber wieder zu ihnen zuriickkehren will. 

Eine derartige Frage ist die iiber die Beschaffenheit der 
ausseren elektromotorischen Krafte. Obwohl iiber dieselben 
wenig bekannt ist, so tragt es doch zur Versinnlichung bei, 
noch einige Resultate unter bestimmten, wenigstens nicht un- 
wahrscheinlichen Voraussetzungen abzuleiten. 

Wir beginnen mit einem rein formellen Uebungsbeispiele. 
Der ganze Raum sei mit einer einzigen homogenen, leitenden 
Substanz erfiillt, die zu Anfang vollkommen unelektrisch und 
unmagnetisch und ohne aussere elektromotorische Krafte war. 

Von t — 0 an seien folgende unveranderliche aussere 
elektromotorische Krafte thatig. Zwischen x = 0 und x = a 
sei X = f{x\ jT= Z=0. Wegen der Symmetric kann dann 

l ) Vgl. Thomson, pap. on electrostat. Liouv. j. 1845, 1847. Max¬ 
well treat, chapt. XI. etc. 
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keine Grosse Eunktion von y und z werden. Auch mu 
bleiben. Die Gleicbung D liefert 


Es wird also aucb a gleich Null bleiben. Die Gleichung 
liefert: 

■®-4r + 45i-£.[P + / r («)] = o, 

daher 

p=( e - 4jr ^_i )/•(,). 

Sobald die Exponentielle geniigend klein geworden ist, hab< 
wir P = 0 fur x < 0 und x > a, P = — f{x) zwischen dies< 
Grenzen. Es bat sicb dieser Zwiscbenraum mit wahrer Ele 
tricitat geladen, deren Dichte 

= ~ TTT'f'W 

ist. Die gesammte Menge der wahren Elektricitat zwiscb 
x = 0 und x = a ist gleich Null, da f{x) mit dem Wert! 
Null beginnt und endet. Jeder plotzliche Sprung von f{x) mu 
als rascher, aber continuirlicher Uebergang aufgefasst werde 
da sonst s w exakt gleich unendlich wtirde. 

Es existirt ein elektrostatisches Potential, das fur x < 
einen constanten Werth K hat; fur 0 < x < a hat es d 
Werth: 

X 

K+ jf{x)dx, 

0 

fur x > a ist es wieder constant gleich: 

a 

K + f f{x) dx. 

0 

Ist a sehr klein, so nennen wir dies eine verwasche 
elektrische Doppelschicht. Die elektromotorische Kraft ist 

a 

j' f[x) d x. 
o 

Die Bedingung, dass der Korper unbegrenzt sei, ist dann nic 
nothwendig; es genligt, dass alle seine Dimensionen gross geg 
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a sind. Auch werden dieselben Gleicbungen angenabert gelten, 
wenn die Doppelscbicbt die Gestalt einer krummen Flacbe hat, 
nur tritt dann deren Normale an die Stelle der .r-Axe. 

Wenn speciell f{x) von x = 0 bis x = § sehr rascb zu- 
nimmt, dann constant gleicb b bleibt, dann yon x = a — 8 
bis x = a wieder rascb bis Null abnimmt, so sind mir die 
beiden Ebenen x = 0 nnd x — a mit der Flacbendichte -^DbjAit 
geladen. Dazwiscben ist das elektrostatiscbe Potential K+x.b. 
Man konnte dies eine scharfe Doppelscbicbt nennen. 

In den moisten Fallen konnen wir uns die Wirksamkeit 
der ausseren elektromotoriscben Krafte durcb eine den be- 
treffenden Leiter © in zwei getrennte Theile zerscbneidende 
Doppelscbicbt ersetzt denken. Es kann dann der in § 15 
erwabnte Leiter <S A den Leiter © in beliebig vielen Punkten 
des einen, der Leiter ©j? in beliebig vielen Punkten des anderen 
Tbeiles beriibren. 

Wir geben nun zu einem allgemeineren Fall liber. Wir 
baben einen beliebigen Leiter. Es soil eine eindeutige, von der 
Zeit unabbangige Funktion x existiren, die flir jeden Punkt 
desselben einen bestimmten Wertb bat, und es soli sein: 


70) 


Y __ d’Z 

dx 7 dy 7 ~~ dx 


Wir warten ab, bis die elektromagnetiscben Wellen ver- 
laufen sind, also der Zustand apbot geworden ist Dann muss 
nacb Gleichung 33 sein: 


jp ___ d (p q d cp _ d cp 

~~ dx 7 ^ ~~ dy 7 dx 

Wenn L und D constant sind, liefert die Gleicbung 16a 


D AjJL + 4 jt L A cp = 4 Jr L A x, 


daber 


kizLt 

D 


A <p = Ax + tee 
wobei <f> eine aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende 
Funktion der Coordinaten ist. Solange das letzte Grlied be- 
merkbar ist, ist die Elektricitatsbewegung zwar apbot, aber 
nocb nicbt stationar geworden. Flir grossere Wertbe won L 
kann aucb wobl der Beginn des apboten Zustandes mit dem 
des stationaren zusammenfallen. Jedenfalls muss aber endlich 
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stationare Stromung oder statisch.es Gleichgewicht eintreten. 
Dann ist alles yon der Zeit unabhangig nnd man hat daher 
A(p = Ax- Sind L nnd D Funktionen der Coordinaten, so 
ergiebt sich fur den aphoten Znstand: 



Fur den stationaren Zustand folgt aus Gleichung 58: 



Ist der Leiter rings von Nichtleitern umgeben, so liefert 
die Gleichnng 61 im stationaren Znstand fur jedes Ober- 
flachenelement: 


78) 


dcp _ dx 

dn dn 


Nach dem schon frhher erwahnten Satze der Potentialtheorie 
folgt ans den Gleichungen 72 nnd 73 +const. Es 

wird also jedes Yolnmelement des Leiters sich mit wahrer 
Elektricitat von der Dichte: 



"Wenn sich der Index 1 auf das nmgebende Dielektricnm 
bezieht, nnd die Normale n vom Leiter gegen das Dielektri- 
cum hingezogen wird, so ist an jedem Oberfiachenelement des 
Leiters, solange man sich noch im Leiter befindet, cp — x 
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+ const., und die Oberflachendichte der wabren. Elektricitat ist 
daselbst: 


M„ = 


1 

4jt 


D 


d n 


-a 


dn j ‘ 


Die Constante bestimmt sicb, wenn die gesammte wahre Elek- 
tricitatsmenge im Leiter gegeben ist and cp im Unendlicben 
verschwinden soil. 

Wir betrachten folgende specielle Formen von x* Es 
seien die ausseren elektromotoriscben’ Krafte so im ganzen 
Leiter vertbeilt, dass in clem ganzen Raum zwiscben dessen 
Oberflacbe and einer von derselben aberall endlicb abstebenden, 
ganz im Innern des Loiters verlaufenden, vollkommen ge- 
schlossenen Flacbe F die Fanktion x constant ist, so dass 
man von der Oberflacbe des Letters an die Stellen, wo x ver- 
anderlicb ist, nicbt gelangen kann, obne eine endlicbe Strecke 
za passiren, aaf welcber x constant ist. Dann mass aacb (p 
zwischen der Oberflacbe and der Flacbe F constant sein. 

Diese Bedingang ist dieselbe, als ob gar keine ausseren 
elektromotoriscben Krafte im Innern des Leiters vorbanden 
waren. Die Wirksamkeit derselben maebt sicb also nar im 
Momente ihres Entstebens dadurch bemerkbar, dass eine ge- 
wisse Menge wahrer Elektricitat in das Innere gezogen und 
zar Neutralisation der ausseren elektromotoriscben Krafte ver- 
wendet wir cl. 

Eine andere specielle Form won x ware folgende: In zwei 
Partien ©^ and des Leiters sei x constant gleich^j, resp. xb • 
Dazwiscben liege eine Schicbt die rings an die Oberflacbe 
des Leiters reicbt, and worm x variabel ist. Dann zeigen 
diese beiden Partien genaa die Eigenscbaft der in § 15 ebenso 
bezeicbneten Leiter. Das Cbarakteristiscbe ist, dass es in © 
nirgends stationare elektriscbe Strome geben kann. 


§ 18. Wirkung ausserer elektromotoriscber Krafte in 
einem ringformigen Leiter. 

Ein dritter specieller Fall ist der, dass x ci&c mebrdeu- 
tige Fanktion der Coordinaten ist. Dies kann nar stattfinden, 
wenn der Leiter einen mehrfach zusammenbangenden Raam 
bildet, da X, 7, Z jedenfalls eindeatig bestimmt sein miissen. 
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Wir wollen nur einen zweifacb zusammenbangenden, also ring- 
formigen Raum betracbten. Zu beiden Seiten eines Quer- 
scbnittes desselben konnen dann die beiden Wertbe von Xi 
die man dnrcb einen Umgang um den Ring erhalt, nur 
um eine Constante verscbieden sein, die k beissen mag, da 
ja alle Differentialquotienten von % eindeutig und continuir- 
lich sind. 

cp muss fur den stationaren Zustand wieder den Be- 
dingungen 72 und 73 geniigen, aber es muss eindeutig sein, 
da seine Fortsetzung ausserbalb des Ringes aucb die dort 
berrscbenden Wertbe von P, Q , JR nacb Formel 33 liefern 
muss, und cp nirgends einen plotzlichen Sprung macben darf. 
Es gibt dann jedenfalls eine und (abgeseben von einer addi- 
tiven Constante) nur eine Funktion % v welcbe im Innern des 
Ringes die G-leicbung erfullt: 



auf der Oberfiacbe des Ringes die Gleicbung: 


dxi 

Jin 


= o, 


und deren sammtlicben Ableitungen durcbwegs continuirlicb sind, 
wahrend die Funktion^ selbst sonst ebenfalls iiberall continuir¬ 
licb ist, nur dass ibre Wertbe zu beiden Seiten einer Schnitt- 
flacbe des Ringes um die Einbeit verscbieden sind. Dies folgt 
unmittelbar aus dem mebrfacb citirten Riemann’scben Satze, 
wenn man den Ring wirklicb durcb die Scbnittflacbe in einen 
einfacb zusammenbangenden Raum verwandelt. 

Wenn L constant ist, stellt das G-escbwindigkeits- 
potential einer incompressiblen, rotationslosen Fliissigkeit dar, 
die im Ringe stromt. Man kann dann setzen <p = % — hx v 
Die Funktion 9 0 erfullt dann in der That die Bedingungen 
72 und 73 und bleibt aucb im ganzen Ringe eindeutig. Es 
gilt von der Funktion cp dasselbe wie im Vorbergebenden, sie 
giebt eine Ansammlung von wahrer Elektricitat im Innern und 
an der Oberfiacbe des Ringes, welcbe die ausseren elektro- 
motorischen Krafte zwar nicht vollstandig compensirt, aber 
docb bewirkt, dass die Stromung in jedem Punkte des Ringes 
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nur mehr vom Werthe der Constanten k abhangt. In der 
That ist nacb den G-leichungen 23: 

p = I{P + X)=Ll-p. + *x) = Zk**L. 

\ dx dxj dx 

Analoge Werthe gelten fiir q und r. / 1 aber ist nur you der 
Gestalt des Hinges und der Yertbeilung der Leitungsfahigkeit 
daselbst abhangig. 

Die gesammte Stromstarke ist: 

/= k fZ-^do, 

J an 

wobei die Integration liber einen Querschnitt des Hinges zu 
erstrecken ist. Wenn der Ring aufgeschnitten ware, so ware 
k die Differenz der Werthe des cp zu beiden Seiten der 
Schnittflache. Es ist also cp die elektromotorische Kraft und 

r d/A— d o 

J an 

der reciproke Wider stand des ganzen Ringes, was mit Glei- 
chung 63 (§ 15) ubereinstimmt. Dasselbe Resultat hatte man 
anch noch nach einer spater zu besprechenden Methode (§ 26) 
finden konnen, indem man cp durch Bildung des Integrals 
f{Tdx + Qdy + Rdz) fiir jeden Stromfaden eliminirt hatte. 

Auch in dem in dieser und der vorhergehenden Vor- 
lesung betrachteten Falle, dass X, Y } Z zwar nicht verschwinden, 
aber von der Zeit unabhangig sind, kann man sich Iiber- 
zeugen, dass die gefundenen Integrale unabhangig yon der 
Art und Weise, wie sie gewonnen wurden, den Grund- 
gleichungen ohne jede Vemachlassigung genligen. Palls keine 
stationaren Strome vorhanden sind, konnen dabei #,/?,/ ent- 
weder gleich Null oder die partiellen Ableitungen einer be- 
liebigen Funktion der Coordinaten nach diesen sein. Findet 
dagegen stationare Stromung statt, so sind die Grossen a, /9, y 
nicht von P,Q,R unabhangig, und der Beweis, dass die Funda- 
mentalgleichungen ohne Vemachlassigung erfiillt sind, kann 
nur mittelst Zuziehung der .Werthe von a,/?,/ geschehen, 
welche wir in den folgenden Paragraphen finden werden. Er 
ergiebt sich ohne jede Eechnung, da ja alle in den gefundenen 
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Integralen vorkommenden Grossen von der Zeit unabhangig 
Sind, und daber in den Fundamentalgleichungen die Glieder, 
welche wir bei Gewinnnng unserer Integrale als sehr klein 
vernachlassigt haben, absolut verschwinden, sobald man die 
Integrale in die Fundamentalgleichimgen snbstituirt. 


Neunte Yorlesung. 


§ 19. Magnetische Erscheinungen, im Falle dass elek- 
triscbe Erscbeinungen entweder ganz feblen, oder sicb 
bloss auf elektrostatiscbe beschranken. 


Wir baben bisber die Grossen a, ft, y aus den Gleicbnngen 
eliminirt. Es entstebt nun die Frage, in welchen Fallen diese 
Grossen von Null verscbiedene Wertbe annehmen, und zu 
welchen Erscbeinungen dies Yeranlassung giebt. 

Aus den allgemeinen Gleicbnngen D folgt, wenn man die 
erste nacb x, die zweite nach y, die dritte nach # differenzirt 
und sie dann addirt, ganz allgemein: 


74) 


d d (M a) 
d t [ dx 


d{M$) d(My) 

dy d% 


= 0 . 


Wenn zunachst bloss elektrostatiscbe Erscheinungen ohne 
elektriscbe Strome vorhanden sind, so ist keine Grosse mit der 
Zeit veranderlicb; zudem verscbwinden in Leitern die Grossen 
? +J, Q -f- F, R + Z\ daber sind nach^f- die Grossen a, /?, y die 
partiellen Ableitungen einer Funktion nacb den Coordinate^ 
und wir konnen setzen: 


33 m) 


dip q _ dip __ dip 

dx } > ' dy ? ^ d% 


Stellen wir uns bloss auf den Standpunkt der mit romischen 
Buchstaben bezeicbneten Gleichungen, so erhalten wir also: 



Es folgt daber, dass die Grosse in der eckigen Klammer, 
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welche wir die Dichte des wahren Magnetismus nennen und 
mit 7] w bezeichnen wollen, mit der Zeit durchaus unverander- 
licb ist, woraus wieder nach dem citirten Kiemann’schen 
Satze sich ergiebt, dass auch 'ip nicht Funktion der Zeit sein 
kann. Denn im Unendlichen muss ip constant (wir konnen 
sagen gleicb Null) sein, und Trennungsschichten fassen wir als 
continuirliche Uebergange auf, fiir welcbe die Gleichung 75 
ebenfalls gilt. 

Falls also iiberbaupt Funktion der Coordinaten sein 
soli, miissen die betreffenden wahren Magnetismen schon von 
aller Ewigkeit her bestanden haben, oder es miissten zu irgend 
einer vorhergegangenen Zeit unsere Gleichungen nicht gegolten 
haben. Dadurch konnte in gewissen Korpern (den Stahl- 
magneten) wahrer Magnetismus entstanden aein, und dieser 
mtisste so lange fortbestehen, bis wieder eine Zeitperiode 
kommt, wo die Gleichungen ungiltig werden. Die Gleichungen 
sind dann vollkommen analog mit denen fiir Dielektrica, nur 
dass a, (3, y, 'ip an Stelle von JD,P,Q,R,(p treten. 

Wir konnen daher die magnetischen Erscheinungen wieder 
versinnlichen, indem wir annehmen, dass ein positives und 
ein negatives magnetisches Fluidum existirt, welche sich in 
den Korpern gerade so verhalten, wie die Verschiebungs- 
elektricitat in den Dielektricis. Das Analogon der stromenden 
Elektricitat fallt aber beim Magnetismus vollstandig fort. 
cc, /9, y sind die Krafte, welche auf die Einheit des wahren 
Magnetismus wirken. 

Fiir permanente Magnete unterscheidet sich dieses Bild 
von der landlaufigen Theorie, nach welcher in solchen die 
Magnetismen sehr schwer beweglich sind, insofern, dass der wahre 
Magnetismus (natiirlich immer gleich viel positiver und nega- 
tiver) irgend einmal hineingekommen ist, wahrend der darin ent- 
haltene neutrale Magnetismus denselben Gesetzen, wie im 
weichen Eisen, gehorcht. Man nahert sich der landlaufigen 
Theorie mehr, wenn man in Stahlmagneten M sehr nahe gleich 
Eins annimmt, so dass daselbst der neutrale Magnetismus fast 
unbeweglich wird, die Luft als unmagnetisirbar vorausgesetzt. 
Natiirlich waren dann zur Erzeugung eines kraftigen per- 
manenten Magnetismus, welche ja ohnedies in eine Zeitperiode 
der Ungiltigkeit unserer Gleichungen fiel, enorme magnetisirende 
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Krafte erforderlich. Gerade so wie fruher die scheinbare Fern- 
wirkung zweier gegebener wahrer Elektricitaten dem D 1 also der 
Dielektricitatsconstante, yerkebrt proportional war, so ist jetzt 
die zweier gegebener Mengen wahren Magnetismus dem M yer- 
kebrtproportional, undwirkonnen dieGrosse M nacb Quincke’s 
Vorgang die Dimagnetisirungsconstante nennen, da sie der 
Dielektricitatsconstante yollkommen analog ist. 

In der Elektrostatik waren die elektrischen Krafte P, Q, B 
natiirlicb yon dem Wertbe der damals angenommenen Zabl b 
yollkommen unabbangig. Die dielektriscben Polarisationen 
aber, welcbe wir uns im Innern der Dielektrica yorstellten, 
waren davon abbangig; sie waren im Standardmedium z. B. 
gleicb Null, wenn wir daselbst D = b = 1 annabmen. Genan 
dasselbe gilt aucb. in der Lebre vom Magnetismus. Wir 
miissen da eine dem b analoge Zabl m wablen und yersteben, 
aucb wenn die Gleicbungen 33m nicht erfullt sind, unter der 
Dicbte des freien Magnetismus die Grosse: 


37 m) 

wabrend wir 


Vf 


m ( da df \ 

4:7t \ dx ‘ dy ‘ dx ) 3 


15 m) 



' d(Ma) d(Mp) d(M r ) ' 

dx dy d% 


die yon m unabbangige Dichte des wabren Magnetismus nennen. 

In unserem speciellen Falle, wo die Gleicbungen 33m 
gelten, wird: 



Aucb die magnetiscben Krafte cc, (i, y sind yon m unabbangig, 
nicbt aber die magnetiscben Polarisationen, welche wir uns im 
Innern der Korper denken. Wir bezeicbnen die Gleicbungen 
stets mit derselben Ziffer, wie die entsprecbenden der Elek- 
tricitatslebre und deuten nur durcb ein angehangtes m die 
Beziebung auf den Magnetismus an. 

Sprecben wir immer nur yon der Ricbtung der Abscissen- 
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axe, so ist das magnetische Moment der Volumeinheit ent- 
sprechend der Formel 46 gegehen durch 


46 m) 


M ~ m 
4 n 


a . 


Denken wir nns m verschwindend, so dass die gesammte magne¬ 
tische Arbeit magnetische Polarisationsarbeit ist nnd kein 
Grlied existirt, welches der Veranderung eines Fermwirkungs- ft, 
potentiates entsprache, so yerwandelt sich das magnetische 
Moment der Volumeinheit in die Grrosse, deren 4#faches Max¬ 
well die magnetische Induction nennt und mit a bezeichnet. 
Dieselbe ist fur Luft, wo M — 1 ist, 


a z = o', 

fur einen anderen Korper 

a = Mcc, 

Nimmt man dagegen an, dass die Luft magnetisch un- 
polarisirbar sei, und will man nur das magnetische Verhalten 
der iibrigen Korper gegen Luft durch deren magnetische Polarisir- 
barkeit erklaren, so hat man m = 1 zu setzen. Das magnetische 
Moment der Volumeinheit, welches man alsdann erhalt, nennt 
Maxwell die Intensitat der Magnetisirung und bezeichnet sie 
mit A. Dieselbe ist fur Luft A z = 0, ftir andere Korper: 


y. Helmholtz nennt die Grrosse A einfach das magnetische 
Moment der Volumeinheit, bezeichnet sie mit X und setzt sie 
gleich &cc. Es ist also: 

75) 1+ in& 
und daher 

76) a + 4# A = a. 

Diese Gleichung ist einer physikalischen Interpretation 
fahig. Ist ein Magnetpol von der Intensitat 1 in eine Fltissig- 
keit getaucht, so wirkt darauf einfach die Kraft a. Dies ent- 
spricht vollkommen der v. Helmholtz 5 schen Annahme, dass, 
wenn ein mit wahrer Elektricitat geladener Korper in eine 
Fliissigkeit taucht, die in der Abscissenrichtung darauf wirkende 
Kraft einfach gleich P multiplizirt mit der wahren Elektricitat 
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desselben ist, da die durch dielektrische Polarisation um ihn 
herumgeschobene Hiille iiberall mitfolgen kann. Befindet sicb 
der Magnetpol von der Starke 1 aber im Innern ernes festen 
Korpers, so muss, damit iiberhaupt eine Kraftwirkung zur 
Beobachtung gelangen kann, rings um denselben ein Loch 
gebokrt werden. Da ist nun a nur dann die Kraft, welche 
auf einen Magnetpol von der Starke 1 in der Abscissen- 
richtung wirkt, wenn das Loch die Gestalt eines in dieser 
Bichtung sehr stark verlangerten Cylinders hat, da dann die 
an beiden Endflachen des Cylinders durch magnetische Polari¬ 
sation ausgeschiedenen Magnetismen auf den Pol von der 
Starke 1 eine verschwindende Wirkung ausiiben. Die auf der 
Mantelflache etwa erscheinenden Magnetismen aber konnen 
ebenfalls in der Bichtung der Abscisse keine Wirkung ausiiben. 

Ganz andere Consequenzen erhielte man, wenn das Loch 
umgekehrt die Gestalt eines Cylinders hatte, dessen Axe pa¬ 
rallel der Abscissenaxe, aber sehr kurz gegen den Querschnitt 
ware. Das Loch ist natiirlich mit dem Standardmedium (Luft) 
gefullt zu denken. Dann wiirde, unter der Annahme, m = 1, 
in der Luft im Innern des Loches keine magnetische Polari¬ 
sation vorhanden sein. In der unmittelbaren Umgebung aber 
hatte die Volumeinheit das magnetische Moment A . Dies hatte 
denselben Effekt, als ob die Basis des cylindrischen Loches, 
welche wir vom Magnetpol aus gegen die negative Abscissen- 
richtung gelegen annehmen, mit magnetischem Fluidum von 
der Flachendichte + A belegt ware; der Magnetpol liegt 
zwischen Basis und Gegenflache des cylindrischen Loches. 
Diese Gegenflache ware mit magnetischem Fluidum von der 
Flachendichte — A belegt zu denken. Da beide Flachen dem 
Magnetpole sehr nahe liegen, so findet man leicht, dass sie 
die Gesammtkraft 4sr A auf denselben in der positiven Ab- 
scissenrichtung ausiiben. Dazu kommt noch die von aussen 
wirkende Kraft a . Bei dieser zweiten Gestalt des Loches wird 
also anf den Magnetpol die Gesammtkraft a + 4 % A — a wirken 
(vgl. Schluss des § 13). 

Wir bemerken noch folgendes. Nach Maxwell hat ^ 
auch in der Luft einen von Null verschiedenen Werth auch 
Luft enthalt daher unter dem Einflusse magnetischer Krafte 
magnetische Energie K Diese ist es sogar allein, welche die 



§ 19. Magnetische Erscheinungen. 


97 


elektrodynamischen und magnetischen Fernkrafte vermittelt. 
Wenn man will, kann inan sagen, Luffc sei nach Maxwell 
magnetisch polarisirbar. In- unserem Bilde aber ist sie, wenn 
man m = 1 setzt, wie aucb die alte Fernwirkungslehre annimmt, 
nicht polarisirbar. Aber andere Korper, in denen M nicbt 
gleich 1 ist, sind es, und A ist das, was man in der alten 
Tbeorie, welcbe die Luft als magnetiscb nnpolarisirbar annahm 
und die magnetiscben Kraffce daselbst der direkten Fernwirkung 
zuschrieb, das magnetische Moment der Volumeinheit des be- 
treffenden Korpers nannte; wir konnten es vielleicht das magne¬ 
tische Moment relativ gegen Luft nennen. Fur einen Bing 
oder einen diinnen langen Cylinder, dessen Axe der Abcissen- 
axe parallel ist, ist diese G-rosse: 

A 0, 3f- 1 

Al — O' ^ ^ 

wobei cc a die magnetische Kraft ist, die dort wirkt, nachdem 
der Bing oder Cylinder entfernt wurde. Bringt man an die- 
selbe Stelle des Feldes einen sehr kurzen Cylinder mit gleich- 
gerichteter Axe, und bezeichnet den Werth von A , welcher in 
dessen Innern sich bildet, mit A Q , so kommt in seinem Innem 
zur Kraft ce a noch —4 %A Q hinzu, daher wird 

Aq = & (cc a — 4 7t Aq) = i^CCa / M. 

Es kann also M als der Quotient A h / Aq bezeichnet werden. 
Bringt man in dasselbe Feld eine Kugel ans gleicher Sub- 
stanz, so liegt fur dieselbe A zwischen A L und Aq, woriiber 
die bekannte Magnetisirungstheorie das Nahere lehrt. 

Wir wollen im folgenden zunachst immer m = 1 setzen 
und erhalten dann fur die Dichte des freien Magnetismus: 


35m) u. 37m) 


Vf 


fda d_@ dy \ 

4t7t\dx dy d%) 



wobei 

p] f dx 

86m) ^=J-V 

ist. Wir wollen nun Curven (die Magnetkraftlinien, besser 
Linien der magnetischen Induction) ziehen, welche liberal! die 
Kichtung des Yektors Ma , M(d 7 My haben, und zwar in 
solcher Dichte, dass die durch die Flacheneinheit senkrecht 

Boltzmann, Vorlesungen, IX. 7 
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hindurcbgehende Zabl g dieser Curven gleich der Grosse dieses 
Vektors ist. 

Die Menge wahren Magnetismus in einem Yolumelemente 
dr ist nacb Formel 15m): 


rj w d t = 


i- d r\^ 

4 n Lax 


^ dy ^ d% y 


Die Anzabl der Kraftlinien also, welcbe in dem Yolumelemente 
dr ihren Ursprung nehmen (TJeberscbuss der austretenden xiber 
die eintretenden) ist Ait^d.r. Wo kein wabrer Magnetismus 
ist, konnen Kraftlinien weder entspringen noch enden. Zwiscben 
den wabren Magnetismusmengen m w und m' w wirkt in einem 
Medium, wo M constant ist, die Kraft: 

54m) m w a= 

Durcb den wabren Magnetismus (Magnetpol) m w sollen in der 
Distanz ^ die Wertbe cc p , y p bedingt werden. Dann ist: 


Die Anzabl der Kraftlinien, welcbe von dem Magnetpole m w 
ausgeben, ist Z = 4 7zfrj w dr = Aitm w . 

Die Annabme, dass unsere Gleicbungen zu.gewissen Zeiten 
nicbt giltig seien, welcbe allein ein Entsteben von wabrem 
Magnetismus ermoglicbt, scbeint auf den ersten Anblick ziemlich 
plausibel; einerseits gelten dieselben uberhaupt nur fur rubende 
Korper; dies freilicb niitzt uns nicbts, da, wie wir sehen 
werden, aucb die Maxwell’scben Gleicbungen fur bewegte 
Korper keine Moglicbkeit einer Entstebung von wabrem Magnetis¬ 
mus often lassen. Aber es ist andererseits bekannt, dass diese 
Gleicbungen fur viele magnetisirbare Korper, und zwar gerade 
fiir die wicbtigsten, einer wesentlicben Correction bediirfen, 
da fur diese die Gleichungen aufboren, linear zu sein. Trotz- 
dem bat es sein Bedenklicbes, einen so wicbtigen Begriff, wie 
den des Magnetismus, lediglicb auf die Annabme der Ungiltig- 
keit der Maxwell’scben Gleicbungen in gewissen Fallen zu 
basiren. Dies gilt nocb mebr, wenn man sicb auf den in der 
ersten Yorlesung eingenommenen mecbaniscben Standpunkt 
stellt, wo das Verschwinden alles wabren Magnetismus un- 
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mittolbar :uis don Gloiehungon 5 lblgt, wolehe sugar die Dc- 
linitionsgloiobuugon dor Grbsaen a, fi, y sind. 

Dieso Kohwierigkeit wire! vollkomnien vormiedon, wenn 
man dio Ampdro’Ho.lio llypotheso dor Molekularstromo auf 
dio Maxwoll’seho Thoorio tibortriigt. Naoh dieser giebt os 
Magnet ismus olmo oloktrisehe Strome uberhaupt niclit. Die 
magnet iselion Eigonsehal'ton dor Stnhlmagnoto Labon ihro Ur- 
saobo in eloktriseben Strmnen, woloho dio Molekiilc dersolben 
umkreison. 

Trotzdem wullon wir zunaobsl, inn dio mbglichste A.llge- 
moinhoit zu erbalton, bloss dio (Jleirbimgen D, nicht dio spe- 
rielloren f> als giltig voraissetzen mid dab or das Vorhanden- 
soin von wahrom Magnet,ismus an gowisson Slot Ion niobt aus- 
scbliosKon, dei' sioli iibor mil, dor Zoit niobt ill idem kann. 
HpiUor kchmon wir donsolbon iirnner wiodor gloicb Null setuen. 


§ 20. Magnet,iseho ErHohoinungon boi Vorbandonsein 
Htationitror Strbmungon, abgoloitot untor Aniialmie 
dor Existonz von wahrom Magnetismua. 


Wir botraohton nun don Fall stationilror Strbmung. Fur 
diosolbo ist, naoh Gloiehung 22 p ---■ A(/M- X), und wir saben, 
dass .V, 1, Z, I\ Q, A niobt, mit, dor Zoit vcranderlich Kind. 
Dio DiOeronz dm- boidon lotuton dor Wloiobungen C, erstere 
vorbor partioll naoh z, lotztoro naoli y ditloronzirt, lioiort: 


A « 


An (dr 

\dy 


d<l 
d •, 


d 

d x 


woraus iulgi: 

77) 4 .^, 

wemn 


d ft 


d x 


78) 


l ( d q ^ d r 
1 ’ 1 \ d v d if 


dft , <ir 

d y d \ 


? 


I Win) 

ganotzt wmh 

Dahtii ist 




d \p 

d x< 


* 


Analogo Gleiohungen golton filr die y- und z-Axo. 


3# m) 


I 


>/y d r 

Q 


1 

An 


’ d r* 

. dx 


d§ 

dy 


+ 


d y 
d % 


7* 
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da 

37 m) 


lf 4n [dx ^ dy ^ dx) 


ist. pj (das magnetische Potential) ist vollkommen analog 
dem elektrostatischen Potentiale <p. Dagegen kommen die 
Glieder mit p, q, r neu hinzu. Es sind dies die sogenannten 
Vektorpotentiale, welche durch folgende Gleichungen definirt 
sind: 


79) 



pdx 



r 



d t 
Q 


Wenn wir die Giltigkeit der Gleichungen 5 nicht voraus- 
setzen, also die Moglichkeit von wahrem Magnetismns anneh- 
men, so sind (3, y die Krafte, welche auf die wakre Magne- 
tismnsnaenge eins in den Coordinatenrichtungen wirken, was wir 
schon frtiher fur den Fall nachgewiesen haben, dass nnr 
Magnetismen wirksam sind. Da nun diese Krafte nur vom 
Zustand der unmittelbaren Umgebung, nicbt aber day on ab- 
hangen konnen, wie dieser Zustand erzeugt wurde, so muss 
dies auch gelten, wenn er durch elektrische Strome hervor- 
gerufen wird, sobald nur der wahre Magnetismus ruht und 
an der betreffenden Stelle selbst keine elektrischen Strome 
vorhanden sind. 

Waren diese Bedingungen nicht erfull.t, so hatte, schon 
die unmittelbare Umgebung der Magnetismusmenge eine an- 
dere Beschaffenheit, als sie beim Beweise vorausgesetzt wurde; 
es miisste also dieser noch gefiihrt werden. Schliessen wir 
die Moglichkeit von wahrem Magnetismus aus, so horen die 
Formeln 77, 78. 33m, 36m, 37m, 79 nicht auf, richtig zu 
sein, nur dass immer tj w — 0 ist; aber die physikalische Be- 
deutung von u,@,y muss erst gefunden werden. Dann kann 
man auch schreiben: 


80) 


vr- 


4it M 


dM_ 

dx 


+ , 


dM 

dy 


+ 7 


dM_ 
d & 


Es ist dies der in Folge der magnetischen Krafte der elektri¬ 
schen Strome dort, wo M variabel ist, respektive an der 
Grenzflache zweier Korper von verschiedenem M 7 frei werdende 
Magnetismus, ausser welchem uberhaupt weder freier noch 
wahrer Magnetismus existirt. Die Bedeutung der Vektor- 
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potentiale ist eine sehr bekannte. Trotzdem will icb bier der 
Vollstandigkeit balber dieselbe in Erinnerung zuruekrufen. 

1 . Wir nebmen an, wir hatten nur lineare Strome. Sei 

ds' ein Langenelement eines solehen x',y', z' dessen Coordinaten, 

dx f , dy', dz' dessen Projektionen auf die Coordinatenaxen, i' 

die daselbst herrscbende elektrostatisch gemessene Strominten- 

sitat, g der Querscbnitt des Stromleiters und p dessen Ent- 

fernung von dem Pnnkte mit den Coordinaten x,y, z, wo a, ft, y 

gesucbt werden, endlieh seien: 

7 x — x' y — y' % — %' 

l = - m — -2L_ n = - 

q q q 

die Eicbtungseosinus von p, dieses von dr gegen den Auf- 
punkt hin gezogen, und: 




dx' 
ds' 7 




dy' 
ds' 7 


v = 


d %' 
ds' 


die Eicbtungseosinus von ds', letzteres in der positiven Strom- 
ricbtung gezogen. Dann ist: 


dr = g d s', 




i' v 
cr 


Wir sahen ? dass bei Anwendung des anderen, zum Schluss 
des §7 erwabnten Maasssystems p — p h .h, g — q h .h, r — r h .h 
ist. Bezeiebnen wir die in jenem anderen Maasssystenae ge¬ 
messene Elektricitatsmenge, die in der Zeiteinheit durcb den 
Querscbnitt gebt, also die in jenem anderen Maasssysteme 
gemessene Stromstarke mit i h , so ist also auch: 

81) i = 4. h . 

Wir erlialten zunacbst bei Anwendung des elektrostatiscben 
Maasses nacb Formel 78: 


Dabei ist a x die Kraft, welche auf einen Magnetpol von der 
Intensitat 1 in der Abscissenricbtung wirkt. 

Wir baben also in dem Bilde weiter anzunebmen, dass 
jedes Stromelement ds' auf die Einbeit des Magnetismus eine 
Kraft ausiibt, die senkrecbt stebt auf der Ebene q, ds' und 
deren Intensitat: 
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oox i' d 5 'sin ( 0 , ds') 

82) —- 

ist (ygl. I. Theil, Art. 90). 

Diese Kraft ist unabhangig von der Natur des Korpers, 
in welcliem sick das Stromelement und der Magnetpol be- 
finden. 

Substituiren wir in dem Ausdruck 82 den Werth 81, 
so folgt: 

h . -ifr. ds r sin (p, d s') 

— . 

Man sagt, die Stromstarke ist in magnetischem Maasse 
gemessen, wenn sich dieser Ausdruck auf: 

i' d s' sin (g, d s') 

- 

reducirt. Um das magnetische Maass zu erkalten, muss man 
also in den mit h bezeichneten Formeln des § 7 die Grosse h 
gleich J), d. i. der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektri- 
schen Wellen in der Luft setzen. Die magnetische Einheit der 
Elektricitat E m dividirt durch die elektrostatische E S1 beide in 
Luft gemessen, giebt: 


1 ! k iH ’ 

also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wellen 
in Luft. Hieraus folgt, dass die Zahl i s oder e s , welche eine 
Stromstarke, resp.Elektricitatsmenge im elektrostatischen Maasse 
ausdriickt, dividirt durch die Zahl i m oder e m welche dieselbe 
Stromstarke, resp. Elektricitatsmenge im magnetischen Maasse 
ausdriickt, gleich 3.10 10 ist und dass die Dimensionen der 
magnetisch gemessenen Elektricitatsmenge gleich denen der 
elektrostatisch gemessenen dividirt durch eine Geschwindig- 
keit sind. 

Was die Richtung der Kraft, die das Stromelement auf 
den Magnetpol ausiibt, anbelangt, so ist sie die der posi- 
tiven #-Axe, wenn sich das Stromelement im Coordinaten- 
ursprung befindet und die Richtung der positiven 2 :-Axe hat, 
wahrend der Magnetpol auf der positiven y-Axe liegt. Es 
wird also in der That positiver Magnetismus nach der Linken 
des Ampere’schen Schwimmers abgelenkt, sobald man die 
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positive Abscissenaxe von nns aus nacb recbts, die positive 
y-Axe nacb binten, die positive z -Axe nacb oben ziebt. Anf 
der Schultafel gebt daber die positive z-Axe von der Linken 
gegen die Recbte der Zuborer, die positive y-Axe von der 
Tafel gegen das Auditorium, die positive z-Axe nacb oben. 
(Franzo siscbes Coordinatensystem, Hopfencoordinatensystem). 
fur ein Auge, das sicb dort befindet, wohin die positive x-Axe 
zeigt, gelangt man im Sinne des TJbrzeigers auf kiirzestem 
Wege von der + y- zur +■ z-Axe.) Fiir das durcb das 
Spiegcibild dargestellte Coordinatensystem miissten entweder 
aile sechs Ausdriicke, welcbe die Form baben: 

4^ — 4^ und 4^-4^- 

d% cl y dy d% 

in den Grundgleicbungen das entgegengesetzte Zeicben er- 
halten, oder es miisste, sei es freier und wabrer Magnetis- 
mus, sei es freie und wabre Elektricitat, aber nicbt alle vier 
gleichzeitig, entgegengesetzt bezeicbnet werden. 


Zelmte Yorlesimg. 


§ 21. Magnetische Krafte eines Elementarstromes und 
eines Solenoides. 

Wir wollen nun die Wertbe von /?, y berecbnen, welcbe 
durcb einen sebr kleinen ebenen elektriscben Strom an irgend 
einer Stelle des Raumes (dem Aufpunkt) bedingt werden, und 
welcbe wir, falls wir wahren Magnetismus zugeben, als die 
Krafte ansprecben konnen, die der Strom auf einen im Auf- 
punkte befindlicben Nordpol 1 ausiiben wiirde. Sei der Auf¬ 
punkt Coordinatenanfang und die xy -Ebene parallel der Strom- 
ebene; der Strom fliesse in dem Sinne, wie man von der 
+ x -Axe auf kiirzestem Wege zur + y-Axe gelangt, also von 
der + z-Seite aus gesehen im Sinne des TJbrzeigers. Ferner 
sei O' ein Punkt der vom Strome umfiossenen Fl&che, die 
or-Coordinate dieses Punktes sei p, die y- Coordinate sei Null, 
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und die 2 -Coordinate q. .r' = p + |, y' = v, z'=c\ seien die 
Coordinaten eines Elexnentes ds' des Stromes. Dann wird: 


3 pqfit _ d fjp_\ 

a i~ D t s 0 d q V it 9 j 



I.131 

t* ^ p 


\f d ( q ] 
W dq U 8 / 


f ist die yom Strome umflossene Flacke und t=0 O'. Wir ziehen 
von O' eine Normale znm Stromkreise nach der Kichtung, von 
wo aus geselien der Strom im Sinne des Uhrzeigers fliesst, 
nnd schneiden daranf ein unendlich kleines Stuck O' 0" = § 
ab, ferner denken wir nns in O' die magnetische Masse: 


83) 


m — 


hf 
tyd 7 


in 0" die gleiche, aber entgegengesetzt bezeicknete Masse. 
Dann sind cc 1 ,fi 1 ,y 1 die Krafte, welcbe diese beiden Mas sen 
anf eine magnetische Masse + 1 im Aufpnnkte ausiiben war¬ 
den, wenn + m dieselbe mit der Kraft mjO O' 2 abstosse, —• m 
sie nach demselben Gesetze anzoge. 

Dies gilt offenbar unabhangig von der Lage des Coordinaten- 
nrsprungs. Sind daher nnnmehr wieder x,y,z die Coordinaten 
des Aufpunktes M, und bezeichnet man mit: 


QA\ . m m 

84 ) y ~ O'M 0" M 

das Potential der Massen + m und — m auf derselben, so ist: 


85) Kl 


dip 
dx 7 


dip 
dy ’ 


Man iiberzeugt sich leicht, dass: 


r i = - 


dip 

d% 


co 


f ( 1 1 

S \ O' M 0"M 


der Gesichtswinkel ist, unter dem von M aus gesehen der 
Stromkreis erscheint, daher kann man schreiben: 


to ist positiv, wenn fur ein in M befindliches Auge der Strom 
dem Uhrzeiger entgegenfliesst. co ist gewissermaassen die An- 
zahl der Sehstrahlen, die von der Seite, wo der Strom dem 
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Uhrzeiger entgegenfliesst nach der anderen durcli den Strom 
hindurchgehen. Hat man statt eines kleinen ebenen Stromes 
eine Eeihe gleicher, aquidistanter, perlschnurartig angeordneter 
Strome, ein Solenoid, wo N Strome auf die Langeneinkeit ent- 
fallen, so kann man setzen: 8=1 jK Denkt man sick dann 
an demjenigen (dem positiven) Ende O' des Solenoid, wo fur 
den ausserkalk desselben stehenden Besckauer der Strom dem 
Uhrzeiger entgegenfliesst 1 ), die magnetiscke Masse + m, am 
andern Ende S3 die Masse — m, wobei wieder m = i’fNjty 
ist, bezeicknet man ferner den Anfpunkt wieder mit M und 
setzt: 

86 ) 

so ist wieder im Punkte M: 

„ ^ = _ = 

1 dx ? dy ? * 1 d% 

Alle dieseFormeln gelten, da die kier gebranckte Magnetis- 
menge m bloss zur geometriscken Deutung diente, anck un- 
verandert, wenn tj w gleick Null ist; nur dass dann wieder be- 
zuglich der pkysikaliscken Bedeutung von ct v /? 2 , y 1 auf spater 
yerwiesen werden muss. 

Wir setzen voraus, dass das Princip der Erkaltung des 
Sckwerpunktes und das Flachenprincip fur die ponderabeln 
Korper allein gilt, als ob kein Aetker vorkanden ware, dass 
also der Aetker weder ein erkeblickes Moment fortsckreitender, 
nock rotirender Bewegung erkalt. 

Nack diesem Princip, welckes wir das Princip der Gleick- 
keit der Wirkung und Gegenwirkung der ponderablen Korper 
nennen wollen, muss im leeren Eaume, in Luft und in alien 
Korpern, welcke die Wirkung der elektriscken und magneti- 

x ) Da es ublich ist, den Nordmagnetismus als den positiven zu be- 
zeichnen, so behalten wir in diesem einen Punkte diese Festsetzung con¬ 
sequent bei, obwokl sie nieht zu unsern sonstigen passt; denn wir be- 
zeicbnen sonst die Seite, wo der Strom wie der Uhrzeiger zu fliessen 
scheint, als die positive. Bei Anwendung des englischen (Wein-) Coordi- 
natensystems wiirde sie zu den ubrigen passen, docb ist dann der Uebel- 
stand, dass, wenn die a;-Axe nach rechts (also wie wir schreiben) in der 
Tafel und die a^-Ebene, wie es fiir die Darstellung von Flachen bequem ist, 
horizontal gelegt wird, der Zuschauer, wenn er vor der Tafel steht, nicht 
in den durchaus positiven Kaumoctanten kommt. 
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schen Krafte nicht erbeblicb beeinflussen, ftir die scbeinbaren 
Fernkrafte Wirkung gleicb Gegenwirkung sein. 

Wenn wir daher aucb nicht bebaupten konnen, dass jeder 
Magnetpol m auf jedes Stromelement eine Kraft ausiibt, welcbe 
dem m- fachen der durcb Gleicbung 82 bestimmten gleicb, 
aber entgegengesetzt gericbtet ist, so muss dock die Gesammt- 
kraffc, welcbe wabre Magnetismen, falls deren Existenz an- 
genommen wird, auf einen gescblossenen Strom ausiiben, immer 
dieselbe sein, als ob jenes der Fall ware. Ebenso muss in 
dem zuletzt betracbteten Falle der Magnetpol m', dessen Co- 
ordinaten x,y, z seien, auf ein in der Entfernung q befind- 
licbes positives Solenoidende mit den Coordinaten xy f , z' 
Krafte ausiiben, deren Componenten in den Coordinaten- 
ricbtungen sind: 

i'fN(x' — x ) i'fN(y' — y) i'fN (%,' — %) 

. j • 

Die Kraft ist also dieselbe, als ob das Solenoidende ein 
Magnetpol von der Intensitat i'fNMjfy = i r m fNM ware, wobei 
i' die im elektrostatiscben, i' m die im elektromagnetischen 
Maasse gemessene Stromintensitat ist. 

§ 22. Magnetiscbe Krafte eines beliebigen Stromes aus 
denen eines El e men tar stromes berecbnet. 

Um die Wertbe cc,@,y, die durcb einen beliebigen ge¬ 
scblossenen Strom von der elektrostatiscb gemessenen Inten¬ 
sitat i bedingt werden, zu finden, construiren wir eine beliebige 
Flacbe F, welcbe rings won dem gescblossenen Strome um- 
grenzt wird, und darauf in bekannter Weise unendlicb viele, 
unendlicb kleine gescblossene Stromcben, die sicb im Innern 
der Flacbe liberal! aufheben, an deren Kande aber zum 
gegebenen elektrischen Strome vereinigen. Jedes dieser 
Stromcben konnen wir durcb einen Nordpol in dessen 
Inneren und einen Siidpol in der Distanz S in der positiven 
Normalenricbtung davon entfernt ersetzen; alle zusammen, 
folgbcb aucb den ganzen urspriinglicb gegebenen Strom also 
dadurcb, dass wir die Flache F gleicbmassig mit Nordmagne- 
tismus und eine unendlicb nabe, liber all in der Distanz S 
befindbcbe mit genau gleicb viel Siidmagnetismus belegtdenken; 
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die Elaehondichte dos Magnetismus muss dabei i/$8 sein. 
i/' ist claim das Potential aller dieser Magnetismen auf die 
Magnetismusinenge Eiim ini Aufpunkt, wobei als Potential der 
Magnetismon m und m' der Ausdruck mm'jq ohne weiteren 
Eaktor zu verstehon ist, und es ist: 




dip 
dx ? 





dip 

. 


Audi fftr die Giltigkeit dieser Formeln ist es vollkommen 
gleiehgiltig, ob wir die Existonz von wahrem Magnetismus 
zugeben odor nicht; die bier fingirten Magnetismen sind ja 
nur geometrischo Hilfsbcgriife fur die Rcchnung. 

■if i kauri auoh als der.mit dor magnetischen Stromintensitat 
4. = ij\) multiplizirto Gesiehtswinkel m definirt werden, unter 
dem der geschlossene Strom yom Aufpunkt aus betrachtet er- 
sclioint. to ist wie boi einem unendlieb kleinen Strome mit 
positivcm Zeiehon zu nehmen, sobald der Strom vom Auf- 
pimkt aus betraebtet dem Uhrzeiger entgegenfliesst, dagegen 
mit nogativem, wenn or wie der Uhrzeiger iiiesst, sobald der 
Zahlonworth von w kleinor als 2 n ist. 

Gobon wir die Existonz von wahrem Magnetismus zu, so 
wirkt auf die wabre Magnotismusmenge m m in der Abscissen- 
riehtung die Kraft a. m„. Da von m,„ nach alien Richtungen 
4 it m w Kraftlinion ausgeben, so ist co — Zjm w , wobei Z die 
Anzahl der Kraftlinion vorstellt, wolehe der Pol m„ durch den 
goHchlossenen Strom hindurchsendot, und zwar von der Seite, 
von wo aus gesolien dor Strom dem Uhrzeiger entgegenfliesst 
nach dor anderen bin. Daher wird: 


r// = 


iZ 

m w ll> • 


Die Kraft, welclie auf die Magnetismusinenge m w in der Ab- 
seisHonrichtung wirkt, ist: 


1 = 


— m«r 


dip 

dx 


i tlZ 
$ dx 


Wllrde der Strom im magnetischen Maass gemessen, so ware: 


Analoge Ausdrttcke gelten fttr die Krafte, welche in der 
Richtung der y- und z- Axe wirken. Die Arbeit, welche die 
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scheinbar auf den Magnetismus wirkenden Krafte bei einer 
Bewegung desselben leisten, ist daher gleich der Abnahme der 
Grosse iZjty. 

Waren beliebig viele Magnetpole vorhanden, so ware die 
Arbeit bei einer beliebigen Bewegung derselben 

87) 8A= - -~§2Z, 

wobei 2Z die Gesammtzabl der Kraftlinien ist, welche alle 
Magnetpole durcb den Stromkreis schicken; bF8Z ist der Zu- 
wacbs von 2Z. 

Nach dem oben erwahnten Principe der Gleichheit der 
Wirkung nnd Gegenwirkung ist auch umgekehrt bei einer 
Lagenanderung des Stromkreises die Arbeit der scheinbar auf 
ihii wirkenden Krafte durcb die Formel 87 gegeben. Eine 
Deformation des Stromkreises miisste man sich dabei durcb 
eine Verschiebung mehrerer Stromkreise ersetzt denken, 
welcbe sich, wie die ffiiher benutzten Elementarstromchen, an 
alien Stellen, wo sie nicht mit dem ursprunglich gegebenen 
Strome zusammenfallen, aufheben. Der Zuwachs der letzteren 
Grosse stellt auch dann noch die Arbeit der scheinbar auf 
den Stromkreis wirkenden Fernkrafte dar, wenn die Kraftlinien 
von anderen Stromen herruhren, da ja fur die Krafte, welche 
auf den Stromkreis wirken, wieder nur der Zustand der un- 
mittelbar benachbarten Partien des Aethers maassgebend ist, 
gleichgiltig, woher stammen. 

Die Anzahl der Kraftlinien, welche durch einen ge- 
schlossenen Stromkreis gehen, ist: 

yjZ — f Mdo [cc cos (nx) + (t cos {ny) + y cos (n s)], 

wobei do wieder ein Flachenelement einer beliebigen, durch 
den Strom begrenzten Flache F, n die in der Richtung, in 
welcher die Kraftlinien durch die Flache hindurchgehen, ge- 
zogene Normale ist. Diese Formel ist natiirlich wieder davon 
unabhangig, ob man wahren Magnetismus annimmt oder nicht. 

Wird das Feld speciell durch einen zweiten geschlossenen 
Strom 8' mit der Intensitat V erzeugt, stammen also 
von diesem her, so ist nach der Formel 78: 
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und wcnn M constant ist, wird nach dem Stokes’schen Satze 
(ygi. I. TL, Art. 76): 

-fff ds (p A + qfi + rv), 

woboi da ein Linienelement dos ersten Stromkreises, A, fi, v 
dosscn Rieditnngscosinns sind. 

Bozeiohnct man mit d s' ein Linienelement des zweiten 
Stromkreises A r/ , mit A', v' dessen Ricbtungscosinus, nnd mit 
(> die Entfornung zwischen ds und ds', so ist: 




M 


r S'r’ 

"If-' 


f p, AJl 

' J Q 1 


ads d s' 

Q 


woboi (T = AA' + M A+ vv' der Winkel der beiden Elemente 
ds un<l ds' ist. 

Dio Arbeit, wolche die sclieinbar zwischen den Strom- 
kreisen wirkenden Fernkrafte leisten, ist also gleicb dem Zu- 
wachso der Grosso: 


88 ) 


i ii'M r r crdsds ' 

D" ^ /y — J J ' o 


Worm diesor Zuwachs positiv ist, heisst dies, dass die 
Versohiobung in der Ricbtung stattfindet, in welcher die schein- 
baren Fernkrafte wirken. Filr das magnetische Maass der 
Stromintensitat tritt wieder an Stelle des Faktors l/$) 2 die 
Einheit. 

Die Kr&fto, welehe gleiche Strome in verschiedene Fliissig- 
keiten getaucht anf einander ausiiben, sind dem M derselben 
dirokt proportional, wenn im Ixrnern der Drahte durcb die 
StrOme kem froier Magnetismiis erregt wird, also das M im 
Innern der stromfiibrenden Drahte ohne Einfiuss ist. Letzteres 
kbnnte eintreten, wenn der stromfiihrende Draht ein dicker 
Eisendraht wEre, der sich an gewissen Stellen selbst solenoid- 
artig umschlingen wUrde. 

"Wir sahen, dass die Wirlmng wahrer Magnetismen in 
yerschiedenen Fllissigkoiten dem M verkehrt proportional ist. 
Die von Stromon anf wahre Magnetismen aber ist von M un~ 
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abhangig. Ueber die Ableitung des Ampere’schen Gesetzes 
aus dem Ausdrucke 88 vgl. I. Th., Art. 92. 

Ware M variabel, so kamen dazu noch die Krafte, die 
von den Magnetismen herruhren, welcbe durcb die von diesen 
Stromen erzengte magnetische Polarisation dort frei werden, 
wo M variabel ist, oder einen plotzlichen Sprung macbt. 


Elfte Vorlesung. 


§ 28. Magnetische Energie des Feldes. 

Wir wollen nun noch den Ausdruck fur die Energie des 
Feldes aufsuchen, welche durch das Zusammensein von elektri- 
schen Stromen mit anderen, oder, falls wir wahren Magnetis- 
mus zugeben, auch mit wahren Magnetismen bedingt ist. Zu 
diesem Zwecke stellen wir uns folgendes Problem. Wir haben 
ein beliebiges Magnetfeld, welches durch beliebige andere 
stationare Strome, vielleicht auch durch wahre Magnetismen, 
wenn wir deren Existenz zugeben, hervorgerufen ist. Vermoge 
dieser Ursachen sollen in einem Aufpunkte mit den Coordi- 
naten x,y 7 z die Grossen a, bestimmte Werthe haben, die 
wir einfach ohne jeden Index bezeichnen. In dieses Feld soil 
ausserdem noch ein geschlossener linearer elektrischer Strom 
S von der Intensitat i gebracht werden. Ware er allein vor- 
handen, so wiirden cc 7 @ 7 y im Aufpunkte die Werthe haben: 

r/ - — r _ _ _ *VL 

1 “ dx ? “ dy J “ dx ’ 

wobei ip = ioo /ty und co ganz wie friiher der Gesichtswinkel 
ist, unter dem der Stromkreis vom Aufpunkte aus betrachtet 
erscheint; das Zeichen von co bestimmt sich wie dort. Die 
gesammte Energie des Feldes ist nach Formel B: 

r =I^r^'+ rV* +J~ K a + &■+ rflir 
+ “i + P ft + r d-r ■ 
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Wenn weder das Feld noch der Strom verandert wird, son- 
dern bloss der letztere sich im Felde bewegt, so andern sich 
die beiden ersten Integrate recbts nicht, sondern bloss das 
dritte, welches wir mit i.£2 bezeichnen wollen. 

Die Funktion %p, deren negativen Ableitnngen a x , y x sind, 
ist mehrdeutig, da durch den Stromkreis der nnendliche Eaum 
zweifach zusammenhangend geworden ist. Sie wird eindeutig, 
•wenn wir den Eaum durch eine beliebige Flache F, welche 
vom Stromltreise umrandet wird, durchschneiden. Dann liefert 
die partielle Integration: 

Si = f do M[ct cos {nx) -f /9 cos {ny) + y cos (n z)] (ro 2 — m x ) 


+ - X - ~ fcodr 

4 nWJ 


d ( M ot) rf( Mg) 

~dx dy 


d(Mj) 

d% 


Dabei ist d o ein Flachenelement der Flache F, n dessen Nor¬ 
mal©, (o 2 der Worth von ro nnmittelhar an do auf der posi¬ 
tive^ auf der negativen Seite der Normalen. Ziehen wir 
daher die Normal© nach jener Eichtung bin, wo sich das Ange 
befinden muss, damit der positive Strom wie der Uhrzeiger 
fliesst, so ist 6^=2 vt, rn 2 = —2 7t, und co nimmt ab, wenn 
man sich von der negativen Seite der Normalen aussen um den 
Strom herum, ohne die Flache F zu durchsetzen, bis zur posi- 
tiven begiebt. Daher ist co 2 — == —4^, und wir erhalten: 

£} = —■ j* Mdo[cc cos (nx) + 1 9 cos {ny) +• y cos (n z)] 


Hier ist: 


+ T lwf mdr 


d (M n) d(My) 

da " r dy d% . 


89) / Mdo[a cos (« x) + /? cos {ny) + y cos {n z)] = 2 Z 

die Anzahl der Kraftlinien, welche durch die Flache F von 
der negativen gegen die positive Normalenseite hindurchgehen. 
Ist nun das Feld nicht durch andere Strome, sondern bloss 
durch wahre Magnetismen erzeugt, so sitzt in jedem Volum- 
elemente dr, wo der Ausdruck: 

f d ( M a ) , d{Mr) 

L da ' dy d% , 

nicht verschwindet, die wahre Magnetismusmenge: 
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dj_ [ d (Ma) d(M$) d{M r ) \ 

4tt L dx dy d% J ? 

von welclier 

, \ *W«) , d{M§) d(M r ) ' 

dx dy d% 

Kraftlinien ausgelien. 



d{M§) 

dy 


, d(M r ) 
d% 


ist daher die Zahl der Kraftlinien, welche alle wahren Magne- 
tismen durch die Flache F hindurchschicken, und zwar von 
der Seite, wo der Strom dem Uhrzeiger entgegenfliesst, nach 
der anderen bin, also von der negativen gegen die positive 
Normalenseite. Dieser Ansdruck muss daher dem Aus- 
drncke 89 gleich sein, da er dieselbe Anzahl von Kraftlinien 
darstellt. Hieraus folgt £2 — 0. Bern Zusammensein eines 
Stromes mit wahrem Magnetismus entspricht daher keine 
Energie des Peldes. Werden ein elektrischer Strom von im- 
veranderlicher Intensitat und wahre Magnetismen gegen ein- 
ander bewegt, so wird die hierzu erforderliche Arbeit nicbt 
dem Energievorrathe des Mediums entnommen, resp. kommt 
ihr zugute, sondern der Energiequelle, welche den elektrischen 
Strom treibt. Sind dagegen keine wahren Magnetismen vor- 
handen, so wird 

i £2 — - JMdo [cc cos (nx) + /9 cos (n y) + / cos (nz)~\ 

= -±r2Z 
D 

(vgl. Pormel 89). 

Die Arbeit der Krafte, welche won Stromen scheinbar auf 
Magnete ausgeubt werden, ist bei Bewegung der letzteren nach 
Pormel 87 gleich der Abnahme der Grosse i£2Zj§. Dieselbe 
Grosse giebt daher umgekehrt die Arbeit bei Bewegung der 
Strome im Felde, und zwar nicht bloss, wenn dieses durch 
wahre Magnetismen, sondern auch, wenn dasselbe Feld durch 
andere Strome erzeugt wird. Werden daher Strome relativ 
gegen einander bewegt, so wachst die Energie des Mediums 
um einen Betrag, der genau gleich der Arbeit der Krafte ist, 
welche diese scheinbar aufeinander austiben. Letztere Arbeit 
ist aber wieder dem Zuwachs der sichtbaren lebendigen Kraft 
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(oder Arbeit) gleicb. Daber muss jetzt den elektromotorisclien 
Kraften, welcbe die Strome treiben, doppelt so viel Energie 
entnommen werden. Die Halfte kommt sicbtbar zum Yorscbein, 
die andere Halfte wird in unsicbtbare Aetberenergie verwandelt. 

Bei zwei naben gleicblaufenden kreisformigen Stromen z. B. 
geben die Kraftlinien des einen in negativer Ricbtung durcb den 
andern. Werden beide Strome einander genabert, so nimmt 
der Absolutwerth von 2Z zu, mit Rlicksicbt auf das Zeicben 
nimmt also 2Z ab, demnacb die Medinmenergie nacb Formel 90 
zn. Aber ancb die sicbtbare Energie nimmt zn; die Strome 
bewegen sicb mit Bescbleunigung gegeneinander oder leisten 
sicbtbare Arbeit. Beide Energiezuwacbse miissen von den elektro- 
motoriscben Kraften bestritten werden, welcbe die Strome 
treiben. Werden deren Intensitaten constant erbalten nnd sind 
ansserdem keine anderen sicbtbaren Bewegungen vorbanden, 
so baben diese elektromotoriscben Krafte keine Energie zn be- 
streiten ausser diesen Energiezuwacbsen nnd der Joule’scben 
Warme. 

Man siebt darans, dass die Berecbnnng der ponderomo- 
toriscben Krafte ans der Energie des Mediums nur dann ge- 
stattet ist, wenn, wie in der Elektrostatik nnd bei der Wecbsel- 
wirkung wabrer Magnetismen, keine andere Energiequelle vor- 
banden ist. 

§ 24. Ableitung der magnetiscben Erscheinungen, 
obne die Annabme der Existenz von wabren 
Magnetismen. 

Wir sind in der Ableitung aller dieser bekannten Lebr- 
satze wesentlich dem Ideengange Hertz’ gefolgt. Diese Be- 
weisfuhrung ist obne Zweifel ricbtig, giebt aber kanm einen 
klaren Einblick in den inneren Zusammenbang. Yollkommen 
erscbopfend kann die Tbeorie der ponderomotoriscben Krafte 
naturlicb erst in der Elektrodynamik bewegter Korper gleicb- 
zeitig mi t der Elektrostriction im allgemeinsten Sinne des 
Wortes, d. b. der Lebre von den Druckkraften und den De- 
formationen, welcbe durcb elektriscbe und magnetiscbe Krafte 
entstehen, bebandelt werden. 

Doch will icb scbon hier darauf hinweisen, welcb tiefen 

Boltzmann, Vorlesungen, II. 8 
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Einblick in den inneren Zusammenliang dieser Thatsachen 
Maxwell’s mechanisch.es Modell gewahrt, und zwar will icli 
mich dabei der Form bedienen, die ich dem Modelle im 
I. Theile dieser Vorlesungen gab. 

Die Krafte, welche an den beiden Kurbeln der Fig. 4 
der vierten Vorlesung daselbst, oder besser an den beiden 
Riemenscheiben des Apparates auf Tafel II wirken, stellen 
die beiden elektromotorischen Krafte dar, welche die beiden 
Strome treiben. Der einfachste Fall ist der, dass beide Strome 
parallel, gleich stark und entgegengesetzt gerichtet sind. Dann 
dreht sich das Rohr, welches die mittlere Masse m B tragt, 
nicht. BeiungeandertemSelbstinductionscoefficientender beiden 
Stromkreise bedingt eineVergrosserung der Entfernungen ?\ und 
r 2 der beiden anderen Massen m l und m 2 von der Axe eine 
Annaherung Yon m 3 , also Verkleinerung des wechselseitigen 
Inductionscoefficienten, entspricht also einer Entfernung der 
beiden parallelen, entgegengesetzt gerichteten Strome Yon 
einander. Dabei wird von der scheinbaren Abstossung der- 
selben Arbeit geleistet. 

Gerade so werden im Modell die Faden, welche an m l 
und m 2 befestigt sind und z. B, durch G-ewichte gespannt sein 
konnen, hineingezogen, also die G-ewichte, welche sichtbare 
ponderable Massen darstellen, gehoben, oder ihre lebendige 
Kraft erhoht. Die elementarste Ueberlegung zeigt nun, dass 
auch im Modelle, wenn man die Winkelgeschwindigkeiten, 
welche die Stromstarken darstellen, constant erhalt, die Krafte, 
welche die Kurbeln treiben, doppelt so viel Arbeit leisten, als 
zur Hebung der Gewichte nothwendig ist. Die andere Halfte 
derselben wird zur Erhohung der lebendigen Kraft der Massen 
m 1 und m 2 verwendet, was der unsichtbaren lebendigen Kraft 
des Aethers entspricht. Diese eine Uebereinstimmung geniigt, 
um die Vorziige einer mechanischen Erklarung der elektrischen 
Erscheinungen zu zeigen. 

Auch nach der hier in der ersten Vorlesung besprochenen 
mechanischen Hypothese sind stationare elektrische Strome 
cyklische Bewegungen. Die Intensitaten zweier solcher elek¬ 
trischen Strome sind durch die Aenderungsgeschwindigkeiten 

^#1 
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v cyklischer Coordinaten q 1 und q 2 bestimmbar. Die 
e 7 der ersten Yorlesung dieses Buch.es (Grleichung B) 
mr als potentielle Energie gedacht, kann aber dock in 
ider Form dargestellt werden: 


A ( dqA 2 B ( dq 2 y p dq x dg* 

2 [dt ) 2 [dt ^ dt dt 9 


■ A, JS, C Funktionen der langsamen veranderlichen Para- 

• sind. Daher gilt dasselbe Princip auch hier, und es 
dass die Arbeit der scheinbaren Fernkrafte bei Bewe- 

zweier Strome obne Intensitatsanderung gleich dem Zu- 
se der durch sie bedingten Mediumenergie ist. 

Fur diese Mediumenergie fanden wir aber bereits die 
riicke 90 und 88, welche auch gelten, wenn man die 
ichkeit wahren Magnetismus Yollstandig leugnet, was wir 
thun miissen, da er mit den mechanischen Yorstellungen 
irsten Yorlesung unvertraglich ist. 

Der Zuwachs der Energie 88 ist daher die von den schein- 
l Fernkraften geleistete Arbeit. Hieraus folgen ohne 
eres sammtliche Formeln fur die Wechselwirkung zweier 
iossener Str5me, und zwar werden diese zuerst bewiesen, 

* noch vom Magnetismus die Bede ist. Man sieht auch, 
diese Wechselwirkung dem M proportional ist und ge- 
auch schon zum magnetischen Strommaasse, ohne noch 

Magnetismus etwas zu wissen, da fur das Standardmedium, 
r = 1 ist, der Coefficient des Doppelintegrals in Formel 88 
unfache Form i m i m ' annimmt, wenn i = i' = 
zt wird. 

Ist einer der beiden Strome ein Solenoid, dessen nega- 
Pol im Unendlichen liegt, so haben gemass den Gleichungen 
nd 86), deren Giiltigkeit ebenfalls Yon der Annahme der 
:enz von wahrem Magnetismus unabhangig ist, die Grossen 
welche in einem Punkte mit den Coordinaten x , y, z in 
Entfernung q Yon dem positiven, im Endlichen liegenden 
loidpole erzeugt werden, die Werthe 


a = 


h fN *[q) 
D dx 


analog /? und y. Lasst man daher vom Solenoidpole nach 
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alien Kichtungen gleichformig 3 = 4 Kraftlinien aus- 

gehen, so ist die Zahl derjenigen, die normal durch die 
Flaeheneinheit gehen, immer gleich der Grosse des Vektors 


Mljcc 2 + /? 2 + / 2 . 

Die gesammte Energie i . £2 , die also durch das Zusam- 
mensein des Solenoidpoles mit einem beliebigen elektrischen 
Strome Yon der Intensitat i bedingt wird, ist nach Formel 90 

i ii = — ~ jMdo[aQ>Q${nx) -f /5cos (ny) + y cos (war)]. 


Dies ist aber, wenn wir wieder M als constant Yoraussetzen, 
gleich der mit — i/D mnltiplicirten Zahl Z der Kraftlinien, 
welche von dem Solenoidpole durch den geschlossenen elek- 
trischen Strom hindurchgeschickt werden. Ist <o der Gesichts- 
winkel, unter welchem der Strom vom Solenoidpol ans gesehen 
erscheint, so ist 


3* 


4tt 


i ± fNM 


CO , 


daher ist 




i coMi t fN 
_ 


Da dies die durch das Zusammensein des Stroms und Solenoid- 
pols bedingte Energie ist, so entspricht es der Grosse, die wir 
im I. Theil, Art. 87, mit l x ' l 2 r C, Art. 68 mit l' J(s) bezeichne- 
ten; ihr negatrver Differ entialquotient nach irgend einer Coor¬ 
dinate ist nach dem allgemeinen Princip des I. Theiles dieser 
Vorlesungen gleich der Kraft, welche erforderlich ist, um jene 
Coordinate constant zn erhalten. Derselbe Differentialquotient, 
aber ohne Zeichenumkehr, liefert daher die Kraft, welche ver- 
moge des Zusammenwirkens des Stromes und des Solenoid- 
poles diese Coordinate zu vergrossem strebt. Genau dieselben 
Ausdrticke stellten friiher unter der Annahme der Existenz 
Yon wahrem Magnetismus die Kraffce dar, welche ein Strom 
Yon der Intensitat i und ein Magnetpol Yon der Intensitat 
i x fNMl§ auf einander ausiiben, ersterer im elektrostatischen, 
letzterer im magnetischen Maasse gemessen. 

Es hat jetzt gar keine Schwierigkeit, auch noch nachzu- 
weisen, dass zwei Solenoidenden wie Magnetpole auf einander 
wirken, und zwar, wenn die Stromintentensitat elektrostatisch 
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gemessen wird, wie solche von der Starke ifWM/ty, resp. 
ini magnetisctLen Maasse gemessen. 

Man kann daher auck sammtlicke magnetiscke Ersckeinun- 
gen erklaren, wenn man, wie es in consequenter Yerfolgung 
der meckaniscken Ansckauung der ersten Vorlesung gesckeken 
muss, jeden wakren Magnetismus leugnet, und die permanenten 
Magnete durck Solenoid© ersetzt. Zwei TJntersckiede sckeinen 
freikck nock zu besteken. Erstens leisten bei Bewegnngen 
beliekiger Strome oder Solenoide deren elektromotoriscken 
Krafte immer die doppelte Arbeit, als zu ikrer Bewegung er- 
forderlick ist, was nickt mekr ricktig ist, wenn Strome auf 
Magnete oder Magnete anf einander wirken. Dies erklart sick 
folgendermaassen: Wenn ein Strom auf einen Magnet wirkt, 
so muss man die elektromotorischen Krafte, welcke die Mole- 
kularstrome im letzteren treiben, zu den unbekannten Moleku- 
larkraften recknen. Die Energie, welcke iknen entnommen 
wird, stammt also nickt aus sicktbaren Quellen, sondern ist 
so zu betrackten, als ob sie der Molekularenergie des Mediums 
entnommen wiirde. Wenn daker durck Bewegung eines Stro- 
mes und eines Magnets gegen einander eine sicktbare Arbeit 
geleistet wird, so leistet die elektromotoriscke Kraft des 
Stromes eine Arbeit Q 2 , die genau gleick Q l ist, und auch die 
elektromotoriscken Krafte, welcke die molekularen Strome 
treiben, leisten nockmals dieselbe Arbeit Q v wenn diese Mole- 
kularstrome constant bleiben sollen. Daraus entstekt die sickt¬ 
bare Arbeit Q 1 und ein gleicker Betrag Q 4 von Energie des 
Mediums. Es ist also Q 1 = Q 2 = Q n = Q 4 . Da aber die Arbeit 
Q s der elektromotoriscken Kr&fte der Molekularstrome der 
Energie des Mediums entnommen wird und dieser wieder zu- 
gute kommt, so kann man es so anseken, als ob nur die elektro¬ 
motoriscke Kraft des Stromes die sicktbare Arbeit Q x ge¬ 
leistet katte, und die Mediumenergie unverandert geblieben 
ware. Wenn zwei Magnete auf einander wirken, so wird alle 
Arbeit der Mediumenergie entnommen, da sicktbare elektro¬ 
motoriscke Krafte nickt vorkanden sind. 

Zweitens, wenn unveranderlicke Magnete einmal in eine 
bestimmte, dann in eine andere magnetisirbare Fliissigkeit 
taucken, so sind die Krafte, welcke sie in jeder Fliissigkeit 
auf einander ausiiben, dem Wertke des M der betreffenden 



118 


Zwolfte Vorlesung. 


Fliissigkeit yerkekrt proportional. Die Krafte von Solenoiden 
dagegen sind in gleichem Falle dem M direkt proportional. 
Dies erklart sick folgendermaassen: Die letztere Bekauptung 
ist, wie wir saken, nur ricktig, wenn sowokl in der ersten 
als auck in der zweiten Fliissigkeit M an alien Stellen des 
Raumes denselben Werth kat, also der Wertk des M im In- 
nern des Draktes okne Einfluss ist. Diese Bekauptung trifffc 
daker nur zu, wenn auck der Eaum zwiscken und innerhalb 
der Solenoidwindungen jedesmal yon derselben Fliissigkeit wie 
der aussere Raum erfiillt ist. Diese Bedingung ist aber bei 
den Molekularstromen der Staklmagnete keineswegs realisirt. 
Vgl. kieriiber Wied. Ann. Bd. 48 ? S. 100, 1893, wo ick noch 
ausfiikrlicker erwiesen kabe, dass unter gewissen Voraus- 
setzungen alle wesentlicken Eigensckaften der Staklmagnete, 
auch wenn man yon jedem wakren Magnetismus absiekt, auf 
dem Boden der Maxwelkscken Tkeorie yollkommen erklart 
werden konnen. 
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§ 25. Fernwirkungsgleickungen. 

Wir sind mit der Betracktung aller Ersckeinungen zu 
Ende, zu deren Erklarung der bisherige Grad der Annakerung 
in der Recknung ausreickt. Bei der Berecknung der Ersckei¬ 
nungen der inducirten elektriscken StrSme, welcke ebenfalls 
nock in der alten Elektricitatstkeorie bekandelt zu werden 
pfiegen, miissen wir bereits in der Reikenentwickelung ein 
weiteres Glied beriicksicktigen. Dies gesckiekt am besten, 
indem man zuerst die allgemeinen Formeln C und D, in denen 
gar nichts yernacklassigt ist, in eine andere Form bringt. 
Wir erkalten zunackst aus den completen Gleickungen D: 


Z/P: 


1 d 




d% 


d (My) 
dy 


+ 


dx 


dP dQ 
dx dy 


+ 


dB 

d% 


\ 

y 


Wir wollen wie friiker (Gleickung 86 und 37) setzen: 


36f) cp = 



dQ dB \ 
+ dy ^ d%) 


1 ( dP <d_Q_< dB \ 

4 n\dx ' dy d%) ? 
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wo auch die Flachenelemente yon Trennungsflachen in die 
Integration einzubeziehen, letztere daher als Volumina yon 
sehr geringerer Dicke zu betrachten sind. Analog setzen wir 
zur Abkiirzung: 

Dann wird 

z i\ p __ d q d 1 d \ (IMy x 

A > r ~ ~~d^ + 4^w~di[~^r + -d^-\ 

und analoge Gleichungen gelten fiir Q nnd B. 

Diese Grleicbnngen zeigen, dass, wenn sich die magne- 
tischen Polarisationen rasch genug andern, P , Q , B nicht mebr 
die partiellen Ableitungen einer nnd derselben Grosse nacb 
den Coordinaten sind, und zwar sind die Zusatzglieder, welche 
rasch yeranderliche magnetische Polarisationen zu den elek- 
trischen Kraften P, Q und B liefern, dieselben, welche elek- 
trische Strome zu den magnetischen Kraften <z, (3, y liefern. 
Unser Bild muss daher durch die Annahme erganzt werden, 
dass yeranderliche Magnete und magnetische Polarisationen 
auf Elektricitatsmengen und auch gegenseitig auf einander 
ganz analoge Krafte wie elektrische Strome auf Magnetpole 
resp. gegenseitig aufeinander ausiiben. 

Behandeln wir die Gleichungen C wie frtiher die Gleichungen 
D, ohne irgend etwas zu yernachlassigen, so erhalten wir an 
Stelle der Gleichungen 77, 78 und 33m die folgenden: 


r) 


a — 


r = 


' dV 

dW\ 

d yj 

k d% 

dy ) 

dx ? 

'dW 

dU\ 

d yj 

dx 

d% ) 

~ dy ’ 

' dU 

dV\ 

d yj 

„ d u 

dx ) 

d% 


Dabei ist ip dieselbe Grosse wie fruher. Es ist also nach 
den Gleichungen 36m und 37m: 


*) Sind namlich f, y, £ die Coordinaten des Volumelementes dx, so 
liefert die partielle Integration: 


fdr d(Ma) d f 


d % Ma • 
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36mf) 



1 (da dy\ 

4ctc \dx dy ~ r d%) 


Dagegen hat U folgende Bedeutung: 
93) L{P+2) + 


D 

dPl 

4t7l 

dt _ 


Z(P+X) 


PPt 

4 71 


wobei der angehangte Index t eine Differentiation nach t be- 
deutet. Analog sind V und W definirt. 

Die Grleichungen F nnd A enthalten zwei nene Unbekannte 
cp nnd ip] denn die Grleichungen 36f nnd 36xnf sind nicht als 
zwei neue zur Bestimmung yon <p und ip geeignete Grleichungen 
zu betrachten, da sie ans F nnd A nnd dem Verschwinden 
yon cp nnd ip im Unendlichen folgen. Setzt man die Werthe 
yon cp nnd ip ans 36 f nnd 36 mf in F nnd A ein, so erhalt 
man nicht mehr sechs nnabhangige Grleichungen fur die sechs 
TJnbekannten P P Q, P 7 a , /?, y. 

TJm ein znr Bestimxnnng yon P, Q, P, a , /?, y, cp , ip ans- 
reichendes System yon acht independenten Grleichungen zn er- 
halten, muss man zn J 7 nnd A noch die folgenden beiden 
Grleichungen dazn nehmen: 


16a) 

74f) 


1 d 
4 7t dt 


d(JDP) 

dx 


+ 

+ 


d(D Q) d(DB) 1 dL (P + X) 

dy d% J d x 

dL(Q+Y) dL(B + Z) __ 0 
dy d% ? 


d(M«) d(M r ) __ 0 

dx dy ‘ d% 


(wobei wir wahren Magnetismus ausschliessen), sowie anch die 
Bedingung, dass cp nnd ip im Unendlichen yerschwinden. Fur 
Discontinnitatsflachen miissen natiirlich sowohl die Grleichungen 
als anch die Integrale die nach dem Principe der Continuitat 
der Uebergange gebildete Form annehmen. Diese Grleichungen 
F 7 A, 16a nnd 74f ersetzen die ursprunglichen Maxwell’schen 
C nnd D yollstandig. 

Da sie a, /?, y nnd P , Q, P nicht bloss dnrch die Zustande 
der nnmittelbar benachbarten Volumelemente, sondern dnrch 
Integrale ausdriicken, welche iiber den ganzen Eanm zu er- 
strecken sind, so wollen wir sie die MawelPschen Fem- 
wirknngsgleichungen nennen. Sie sind insofem nnlogischer nnd 
fiir die Berechnung rascher elektrischer Schwingnngen weniger 
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brauchbar als die Gleicbungen, von denen wir ausgingen, weil 
die Formeln fiir cc, y selbst wieder die Kenntniss von 
P, Q, R im ganzen Raume und umgekebrt die fiir P, Q, R die 
Kenntniss von cc, /?, y im ganzen Raume voraussetzt, 

Dagegen sind sie ganz gemacht zur Berecbnnng der an¬ 
genabert stationaren (apboten) Bewegung. Waxen daber die 
Nabewirknngsgleicbungen C und D das uns urspriinglich Ge- 
gebene, so miisste die alte Fernwirkungstheorie als eine ge- 
radezu geniale Methode zur angenaberten Integration derselben 
bezeichnet werden. Hat man es z. B. mit einer endlicken 
Zabl linearer Strome zu thun, so kann man die gesammte Be¬ 
wegung in jedem derselben angenabert durcb eine einzige 
Variable (die Stromstarke) cbarakterisiren, und aus derselben 
P, Q, R so berecbnen, als ob der Strom stationar ware. Aus den 
Gleicbungen r berecbnet man dann vermittelst der gefundenen 
Wertbe von P, Q, R die Wertbe von cc, ^y und substituirt diese 
in die Gleicbungen A. Man erbalt dadurcb gewobnlicbe 
Differentialgleicbungen mit einer Unbekannten fur die Strom¬ 
starke, am besten, indem man fiir jeden Stromkreis: 

/ (.Pdx + Qdy + R dz ) 

berecbnet. Aus diesen und den Anfangsbedingungen konnen 
die Stromstarken selbst bestimmt werden. Kann ein Tbeil 
einer Leitung nicbt als linear betracbtet werden, so setzt man 
voraus, dass sicb der Strom dort angenabert so vertbeilt, als 
ob er stationar ware. Die genauere Berecbnung der Ver- 
tbeilung daselbst, sowie iiberhauptin den verscbiedenen Flacben- 
elementen des Querschnittes eines beliebigen stromfubrenden 
Drabtes ist Gegenstand eines weiteren Grades von Annaherung, 
Um in unserem Bilde der Erweiterung Recbnung zu tragen, 
welcbe die Gleicbungen 77 dadurcb erfubren, das V, V, W an 
die Stelle von p, q, r traten, miissen wir annehmen, dass 
bezixglicb der inducirenden Wirkung zum galvanisch geleiteten 
Strome, der die Componenten: 

p = Z(P + X), q~Z{Q+Y), r = L{R + Z) 
bat, nocb ein zweiter mit den Componenten: 

PP t PQ t ^B t % 

4 TC 1 4 71 7 4 Tt 

binzukommt, welcher iiberall sicb einfacb zum ersten addirt, 
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also denselben inducirenden (und um das Energieprincip zu 
wahren, auch magnetisirenden und elektrodynamischen) Effekt 
bat. Die Elektricitatsmenge, die als galvanisch geleiteter 
Strom in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit in der Ab- 
scissenricbtung stromt, ist nacb Formel 28 p = L(P + X). 
In Folge der dielektriscben Polarisation bat die Volumeinheit 
nacb Formel 44 das dielektriscbe Moment: 



in der Abscissenrichtung, welches wir uns dadurch entstanden 
denken konnen, dass im Volumelemente dx .dy .dz anf der zur 
Abscissenaxe senkrechten, der negativen Abscissenrichtung zuge- 
wandten Begrenzungsflacbe dy-dz die negative Elektricitat un- 
beweglicb sitzen bleibt, wogegen die positive Elektricitatsmenge: 

——— P dy dz 
in * 

um das Stuck dx verscboben wird, was einem Integralstrome 
von der Intensitat: 

-^-—-Pdydz, 
also von der Stromdichte: 

D-b p 

4 it 

entspracbe. Aendert sicb die dielektrische Polarisation, so 
entspricbt dies also einem Strome von der Stromdichte: 

D ~b dP 
4n dt 

in der Abscissenrichtung, dem dielektriscben Polarisations- 
strome. Man miisste also, um zu den Formeln Maxwell’s 
zu gelangen, in dem Bilde annebmen, dass die durcb dielektriscbe 
Polarisation verscbobene Elektricitat, wahrend sie verscboben 
wird, im Verbaltnisse DjD — bmal starker elektrodynamiscb 
wirkt, als die galvanisch geleitete. Ist dagegen b gleicb Null, 
so bat man der Elektricitat einfacb dieselbe elektrodynamische 
Wirkung zuzuscbreiben, ob sie im galvaniscben Strome fliesst, 
oder durcb dielektriscbe Polarisation verscboben wird. 

Sowohl die elektrischen Kraffce P, Q, R als aucb die magne- 
tiscben a, (l, y erscbeinen in den Formeln F und A als Summen 
zweier Addenden, von denen der eine der Differentialquotient 
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otentials aller wahren nnd durcli Influenz frei gewordenen 
ricitats- oder Magnetismusmengen ist, der andere aber 
)genannte Inductionswirkung darstellt. Die so modificirte 
rirkungstheorie liefert also nickt bloss flir aphote Be- 
lgen, sondern auch in alien anderen Fallen dasselbe 
tat wie die Maxwell’sche, nnd es kann dnrcb Experi- 
s in keiner Weise zwischen beiden entschieden werden. 
.e z. B. alles im unelektrischen nnd unmagnetischen Zu- 
3 sein, nnd plotzlich an einer Stelle Trennnng von Elek- 
Lt stattfinden, so wiirde zunachst in der nnmittelbaren 
hung durcb Influenz und dielektrische Polarisation ent- 
gesetzte Elektricitat frei, welche anfangs die Fernwirkung 
Lrsprunglicb erzeugten Elektricitat an jedem Punkte so- 
aufhobe, bis er von den elektriscben Wellen erreicht 
3. Freilich muss b so klein angenommen werden, dass 
jden Korper D — b positiv ist. Ware diese Grosse fur 
Korper gleicb Null, so mlisste in demselben der dielek- 
e Polarisationsstrom unendlich stark in die Feme wirken, 
'en ein negativer Werth von D — b zn Labilitat des Ruhe- 
ades fiihren wiirde. 

s T immt man dagegen an, dass die dielektrischen Polari- 
isstrome wie die galvaniscb geleiteten, nicht DjD —- bmal 
3r wirken, so ist die experimentelle Bestimmung von b 
ch. 

Palls man P = X = F = i? = 0 setzt, las sen sick in den 
eln die Grossen D , P, Q, P, <p wollstandig mit M, a, /?, y, 
schen. Die magnetischen Erscbeinnngen spielen sick 
*erade so ab, wie die elektriscken in einem Nicktleiter, 
on ausseren elektromotoriscken Kraften frei ist. Erst 
•ch, dass die dielektrische Polarisation eines solchen 
r vollstandige Analogie mit der stationaren Stromung 
entstekt die weitere Analogie zwiscken magnetischer 
‘sation nnd stationarer Stromung, die sick aber nickt wie 
rstere Analogie anck anf Fernwirkung nnd Inductions- 
ng erstreckt, indem z. B. stationare Strome auf Magnet- 
aber nnr veranderliche magnetiscke Polarisationen anf 
5 Elekricitat ponderomotorisch wirken. 

In einem Systeme von Korpern, wo weder Leitungslahig- 
nock aussere elektromotoriscke Krafte vorkanden sind, 
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werden freilich, wenn es anfangs yollkommen unelektrisch und 
unmagnetisch war, keine elektrischen Bewegungen entstehen 
konnen. Wenn aber schon zu Anfang wahre Elektricitat vor- 
banden war, wird diese nach den Gesetzen, welcbe wir kennen 
gelemt haben, ponderomotorisch nnd dielektrisch polarisirend 
wirken. Ebenso konnen aucb elektriscbe nnd magnetiscbe 
Oscillationen, welche schon zn Anfang erregt waren, weiter 
verlanfen. In diesem speciellen Falle sind dann Elektricitat 
und Magnetismus durch vollkommen analoge Gleichungen be- 
stimmt. 

Da, wie wir sahen, Aenderungen der dielektrischen Polari¬ 
sation elektrischen Stromen yollkommen aquiyalent sind, so 
mtissten sich zwei Paraffinringe, in deren jedem gleichsinnig sich 
eine tangentiale (anf der Meridianebene senkrechte), rund herum 
gehende dielektrische Polarisation rasch andert, gerade sp an- 
ziehen, wie zwei elektrische Strome. Ans der Reciprocity 
zwisehen Elektricitat und Magnetismus folgt dann weiter, dass 
sich auch zwei Eisenringe, in denen sich tangentiale magnetische 
Polarisationen gleichsinnig andern, anziehen miissen, welche 
Eernwirkung ebenfalls unserem Bilde beigefiigt werden miisste. 
Hierauf machte zuerst Hertz 1 ) aufmerksam. Auch Paraffin¬ 
ringe, die einem verwandten Zwecke dienen sollten, hatte 
Hertz schon gegossen. 2 ) 

§ 26. Induction in einer geschlossenen Bahn. 

Wie schon bemerkt, miissen wir, um die Inductionsstrome 
zu erhalten, in Eormel A auch die letzten Glieder rechts be- 
riicksichtigen, diirfen also JP, Q, R nicht mehr als Ableitungen 
einer und derselben Grosse nach den Coordinaten betrachten. 
Um aus den Gleichungen A die Grosse <p zu eliminiren, be- 
stimmen wir 

J(Pdx + Qdy -f Rdz), 

iiber die ganze geschlossene Strombahn erstreckt, in welcher 
der Inductionsstrom zu berechnen ist. Es ergiebt sich: 

J ) Hertz, WiecL Ann., Bd. 23, S. 84, 1884. 

2 ) Siehe dessen Untersudmngen Tiber die Ausbreitung der elektrischen 
Kraft, S. 7. 
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+ Q d y + Hdz) = 


4tt5D 



dM§\ 
d% / 


d x 


(<fM« 

\ d % 


™r\ dy + (m_dj?«\ dl 

* 7 \ dx ' J1 


d x 


dy ) 


duller tiacli clem Htokes’sclien Satze, da 


JL , d(M(i) d(Mj) 

(It dx ‘ d y ‘ d % 

und daher ancli 


d d M a dM(i dUY 

dt L dx dy d% 


jetlenfalls vorscliwinden, 

+ Qdy + Rdz) = - Jdo\_AM cc cos (n x) 


+ A Mfi cos (ny) + A My cos (n #)] , 
und da A Ma^ -~&<jtMa 7 so folgt weiter: 

94) J* (Pdx + Qdy + Rdz) = ~ Mdo[a cos(n#)+/?cos (ny) 

+ y cos(fc 2 )]. 

Man kann diese Gleichung nach Hertz einfacher finden, indem 
man zuorst sclireibt: 

f {Pdx + qdy + Rdz) = j [(4y - -|f) C0S ^ 



und dann ftlr 

dJl _ dQ- 

dy d% 

und die beiden analogen Grbssen deren Wertlie aus den 
Gleichungen I) substituirt Icb babe aber absichtlich den 
obigen weitschweifigen Weg ©ingeschlagen, weil er die Natur 
dieser GrOssen als Correctionsglieder m P, Q, R, die iiber 
eine geschlossene Curve integrirt, nicht verscbwinden, wabrend 
die Hauptglieder verscbwinden, besser bervortreten l&sst. 

Wenn das Integral© der recbten Seite der Formal 94 eine 
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lineare Funktion der Zeit ist, was in alien Fallen mit Aus- 
nalime der raschesten elektrischen Schwingungen sehr ange- 
nahert erfiillt ist, so wird der Inductionsstrom yollkommen 
stationar nnd seine Stromintensitat / = gco in jedem Quer- 
schnitte g des Letters dieselbe. co ist die Stromdichte normal 
zum Querschnitt 0 *. Die Gleichung 20 liefert daher 
J ds = a L Nd s = g L (P.d x + Qdy + Rdz) , 

folglich: 

J{Pd x + qdy + Rdz) = -~> 

wobei £i dieselbe Bedeutung wie in Gleichung 90 hat. Da 
i Si, wie wir schon sahen, das elektrodynamische Potential der 
beiden Strome anf einander ist, so liefert dies die bekannten 
Franz Neumann’schen G-esetze fur die galvanische Induction. 
Nach Gleichung 88 wird, wenn nur ein einziger Strom yon 
der Intensitat 1 inducirend wirkt: 


£1 = i 



dsds' cos (ds, ds ') 

Q 


Ich will hier noch die folgende Bemerkung beifugen. Sei 
ein ganz beliebig gestalteter leitender zweifach zusammen- 
hangender Baum (Ring) gegeben; daselbst soil durch yerander- 
liche, ausserhalb der Ringmasse liegende, elektrische Strome 
oder Magnete ein elektrischer Strom inducirt werden. Die 
Aenderungsgeschwindigkeit der Strome und Magnete soil durch 
einige Zeit constant sein. Dann ist bekanntlich immer: 


d 



dMp dM r 1 , d 
d% dy J + ay di 


dMy 

dx 


dM a 
d% 


, d [ dMa dM$~ 

+ aZ dt [_ dy dx 

im Innern der Ringmasse das yollstandige Differential einer 
mehrdeutigen Funktion 

4 7T 1)/. 

Die Gleichungen A liefern daher 


P 

Setzen wir daher: 


dx __ d (p 
dx dx 


P + 


dx 

dx 


==R 


1 > 


Q + 


dx 

dy 


ft, X + 4Z-X, 


1 1 
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so sind innerhalb der Ringmasse P v Q v R x die partiellen Ab- 
leitungen einer eindentigen Funktion der Coordinaten nach 
diesen, da cp aus den in § 18 S. 90 angefiihrten Griinden 
eindentig ist. Da % nicht von der Zeit abhangt, kann man 
die erste der Gleichungen C auch so schreiben: 

P d Pi _ d ft _ d y _ j L fp _ d% \ 

D dt d% dy D \ * dx )’ 

und analog die beiden anderen fur die y- und z- Axe. Genau 
dieselben Gleichungen, denen hier die Grossen P lt Q X1 R x 
geniigen, wiirde man fur P, Q, R erhalten, wenn die Elektri- 
citatsbewegung iiberall stationar ware, also keine inducirenden 
Strome oder Magnete vorhanden waren, dafiir aber 

Y _ _ dx y _ _ dx y _ _ dx 

u dx 1 dy 9 d% 

ware. Alsdann wiirden die Gleichungen D nur fordern, dass 
P, Q, R die Ableitungen derselben Grosse nach den Coordi¬ 
naten sein miissen, welcher Bedingung ebenfalls P 1? Q x , R x 
geniigen. Es haben also bei dem Problem der Induction 
P 19 Q x , R x dieselben Werthe wie beim letzteren Problem 
P, Q, R . Da aber bei ersterem Problem PP, ZQ, LR , bei 
letzterem 

Z(P 1 + X) = LP , Z{Q 1 + Y) = ZQ, Z{R 1 + Z) ~ ZR 

die Stromdichten sind, so ergiebt sich, dass beim ersten Problem 
die Inductionsstrdme genau dieselben Gesetze befolgen, wie 
beim letzteren die durch aussere elektromotorischen Krafte 
erzeugten, deren Componenten ebenfalls die partiellen Drffe- 
rentialquotienten der mehrdeutigen Funktion % sind. 

Da wir im § 18 sahen, dass im letzteren Falle der Ver- 
lauf der elektrischen Strome unabhangig von der Form der 
Funktion % und bloss proportional der Constanten ist, um 
welche diese bei einem Umlauf um den Ring wachst, so ist 
auch der Verlauf der Inductionsstrome derselbe, sobald nur 
fur die jetzt wieder mit % bezeichnete Funktion diese Con- 
stante denselben Werth hat. 

Wir sahen ferner folgendes: Wenn der Ring statt aus 
leitender Substanz aus verschiedenen Dielektricis gebildet ware, 
deren Dielektricitatsconstanten durchaus sehr gross gegeniiber 
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den Dielektricitatsconstanten der den Eing umgebenden Korper 
•waren, so wiirden genau dieselben G-renzbedingungen, wie fur 
einen Eing ans leitenden Substanzen gelten, nnr dass die D an 
Stelle von 4^r L traten. Wie friiher die Stromdichten, so waren 
jetzt die Componenten der dielektrischen Moment© den Grossen 
P, Q, JR proportional. Unter dem Einflusse derselben indu- 
cirenden Krafte wllrden sich also die dielektriscben Polarisa¬ 
tion en gerade so Yertheilen, wie in einem leitenden Einge die 
Stromstarken, und ebenso wiirden sich auch in einem aus 
yerschiedenen weichen Eisensorten bestehenden Einge unter 
dem Einflusse gleicher magnetisirender Krafte die magnetischen 
Polarisationen verhalten, falls nnr die Magnetisirungsconstanten 
sammtlicher Eisensorten geniigend gross waren. 


Dreizelmte Yorlesung. 


§ 27. Veranderte Form der aus Maxwell’s Theorie 
folgenden Fernwirkungsgleichungen. 

Wir wollen zunachst an den Maxwell’schen Gleichungen 
einige rein formale Veranderungen Yornehmen. Um Platz zu 
ersparen, schreibe ich immer nnr die auf die x-Eichtung be- 
ziiglichen Formeln, ohne besonders herYorzuheben, dass ana- 
loge auch fiir die y- und z-Eichtung gelten, da der Leser 
immer leicht selbst sehen wird, wo dies der Fall ist. Wir 
setzen zunachst in Gleichung D M = M' + m, wobei m wieder 
eine beliebige, fiir alle Korper zu alien Zeiten constante Grosse 
ist. Alsdann differenziren wir die zweite der Gleichungen D 
partiell nach z, die dritte partiell nach y und subtrahiren. 
Wir erhalten dann: 

m d ( dp dy\ 1 d (d(M'p) 

D dt\d% dy)~^Wdt\ d% dy ) 

~ ap _— ( 4 - 

dx \dx ‘ dy ' d %) 5 
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und hieraus: 

Ind P ~~ —■ ^ — 111 d p i * ^ f/C/S—iu)/_nt)^" 

d x 13 * J dt 4 n 13 d} dy d 

wobei, win frlihor, 

M) h{P + A') + 'j)7F t \iZ. 

Die drei Dlelelmngen, deren Rcprascntant dm ist, im Yereine 
mit /) 18a und 74f ersetzen die Maxwell’schen vollstandig. 
Wir kdnnon diene (.-Hoichungen folgondermaassen interpretiren: 
Die elektrische Kraft 1 } in einem Funkte A des Raumes (Auf- 
punkfc) sotzt sich atis droi Addonden zusammen. Der erste 
Addend ist die cloktrostatisohe Kraft. Eh ist dies die Kraft, 
weleho cine Masse, die don Raum mit der Dichte 

1 (< iP + + dR ) 

4 n \ Ua + dy + d\ ) 

erftillen wllrde, auf eiuo im Punkte A befindliche Masse 1 
nach dem Ne wton’soheu Gravitationsgosetze ausuben wixrde. 
Der eonstante Eaktor bei letztercm ist dabei gleich 1, dieses 
also in der Form m rri / p 2 zu donken imd es wird ange- 
nommtm, dans gleichbezeiclmete Masson sich. nach diesem Ge- 
setze abstossen. 

Der zweite Addend ist die elektrodynamische Kraft. Um 
diene m interprotiren, erkUiren wir zuerst die Gleichungen F. 
Wir denken uns namlich zur Stromdichte des galvanisch ge- 
leiteten Htromcs p = P(P + X) noch die dielektrischc Stroni- 
clichte l) P t /4 % hinzu addirt Die Summe p + .7)J\/4 % = u 
nennen wir die gesammte nach der A-Richtung goschatzte Strom- 
dichte und definiren ebenso v und ?<;. Jedes Volumelement 
dxdydz ist mm drei Stromelomenten mit den Intensitaten 
udtjdz , v dxdz, wdxdy und den Langen dx, dy und dz 
iUjui valent. 

Als das elektrodyrniniisclio Potential der Stromelernente 
d m , dx mit den Stromintensitllton i, i bezeiclmen wir die 

GrOane: 

, m i /' d s d s' cob (d s, d$') 

®»(> . 

und nehmen an, dans die ponderomotorische Kraft auf jedes 
Stromelement i d s nach irgend einer Coordinatonrichtung gleich 
dem Differentialquotienten des elektrodynamischen Potentials 
idler anderen Stromelernente darauf, also des liber alle anderen 

Boltsm»nn, Vorleaungen, II. 9 
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Stromelemente erstreckten Integrals von nacb der be- 
treffenden Coordinate ist. 

Die nach den Coordinateneinrichtnngen gescbatzten Kraft- 
componenten, welcbe infolge aller vorbandenen Strome mit Ein- 
scbluss etwa vorbandener unveranderlicber Molekularstrome (per- 
manenter Magnete) auf das Ende eines Solenoids wirken, fur 
welcbes if NM /}[) = 1 ist, definiren wir als die Componenten 
der magnetiscben Kraft (besser Feldstarke) und bezeichnen 
sie mit a, /?, /. Hierdurcb sind die Gleicbungen F inter- 
pretirt. Der zweite Addend im Ausdrucke fur P ist, da wir 
bierbei Einfacbbeit halber m = 1 setzen, der nacb der Zeit 
genommene negative Differentialquotient des elektrodynamischen 
Potentials aller vorbandenen elektriscben Strome auf ein im 
Aufpunkt gedacbtes, der Abscissenricbtung paralleles Strom- 
element von der Intensitat und Lange 1. Es muss also 
angenommen werden, dass zur elektrostatiscben Kraft nocb 
eine zweite kommt, welcbe diesem Differentalquotienten 
gleicb ist. 

Was endlicb den dritten vom Magnetismus herrubrenden 
Addenden anbelangt, so ist es nicbt notbwendig, dafiir be- 
sondere Grrundannabmen zu macben. Es genligt vorauszu- 
setzen, dass in jedem Volumelemente kleine in sicb gescblossene 
elektriscbe Strome (Molekularstrome) entsteben (oder sicb ord- 
nen), beides unter Ueberwindung einer a proportionalen Mole- 
kularkraft, so dass fiir sie die Summe der Produkte aus der 
Stromintensitat und der Projektion ibrer Flacbe auf die y z- 
Ebene immer gleicb 

M — l 

—- . a 

4 71 

ist, wobei cc die oben definirte magnetiscbe Kraft, M eine Con- 
stante ist. Analoges muss nattirlicb von der y- und ^-Ricb- 
tung gelten. Durcb die Annabme, dass diese Molekularstrome 
gerade so elektrodynamiscb und inducirend wirken, wie sicbt- 
bare Strome, erbalt man den dritten Addenden in der Gleichung 
Am fur P, den man die elektromagnetiscbe Induktionskraft 
nennen kann. Um endlicb die Gleicbungen 16 a, A, 8 und 9, 
welcbe ja giltig bleiben, zu interpretiren, baben wir nocb die 
dielektriscbe Verscbiebung und das Fortstromen der neutralen 
Elektricitat unter Gegenwirkung einer bei ersterer der Ver- 
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schiebung, bei letzterer der Geschwindigkeit proportionalen 
Kraft ganz wie in den §§ 6, 7 und 11 anzunehmen. 

Alle diese Aussagen, welche wir tier nur als eine Inter¬ 
pretation der im Laufe der Untersucbnng erhaltenen Glei- 
cbnngen aufgefasst haben, konnte man auch als Grundlage der 
ganzen Theorie an die Spitze stellen, ahnlich wie es die alte 
Fernwirkungstheorie macht. Man wiirde darans sofort die 
Gleichungen T und A m erhalten. Da wir die Magnetismen 
durcb Molekularstrome erzeugt denken, denen dnrchaus in 
sich znrtickkebrende magnetisclie Kraftlinien znkommen, so 
wiirde folgen, dass Kraftlinien nirgends ibren Anfang nebmen 
oder enden konnen, d. h. es folgt die Gleichung 74f nnd endlicb 
wiirde aus der Annahme liber, die stofflicbe Natur des elek- 
triscben Fluidums, wie wir sie in den §§ 5—12 gemacbt haben, 
die Gleichung 16a folgen. Dass wir, urn dem dielektriscben 
Polarisationsstrom Kechnung zu tragen, zu^ das Glied D .P t j 4 % 
addirt haben, konnte man wieder damit motmren, dass er 
D — b/Dmal starker als der galvaniseh geleitete Strom wirkt. 
Aus den Gleichungen F, Am, 16a nnd 74f konnte man dann 
umgekehrt die MaxwelFschen Nabewirkungsgleichnngen ab- 
leiten, welcbe fiir nns den Ausgangspnnkt bildeten. 

Eine weitere, rein formale Ver&nderung ergiebt sich, wenn 
man statt X, Y, Z drei Grossen X, 2), Q einfiihrt, welche fiir 
t = — oo verschwinden und die Differentialgleichungen erfiillen: 

( + 

4 n at 


95) 


D - b d%) 
4 n dt 


+z§=zr 


D - b 
4 TC 


Q + 1&-LZ 


d. b. wenn man setzt: 

t 

j y. kszLt r 

S = °' h J Xe dt, 


wobei b vorlaufig eine beliebige Constante ist. Analoge Werthe 
baben g) nnd Q. 

Sind nns die Grossen X, Y\ Z als Funktionen der Zeit und 
der Coordinaten gegeben , so sind es auch X, 2), Q. Sind X, Y, Z 
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Stromeleinente erstreckten Integrals von nack der be- 
treffenden Coordinate ist. 

Die nach den Coordinateneinrichtungen geschatzten Kraft- 
componenten, welche infolge aller vorhandenen Strome mit Ein- 
schluss etwa vorhandener unveranderlicher Molekularstrome (per- 
manenter Magnete) anf das Ende eines Solenoids wirken, fur 
welches ifNMj 1[) = 1 ist, definiren wir als die Componenten 
der magnetischen Kraft (besser Feldstarke) und bezeichnen 
sie mit a, (3, y. Hierdnrcli sind die Gleickungen F inter- 
pretirt. Der zweite Addend im Ansdrucke fur P ist, da wir 
hierbei Einfacbheit halber m = 1 setzen, der nach der Zeit 
genommene negative Differentialqnotient des elektrodynamischen 
Potentials aller vorhandenen elektrischen Strome anf ein im 
Aufpunkt gedachtes, der Abscissenrichtnng paralleles Strom- 
element von der Intensitat und Lange 1. Es muss also 
angenommen werden, dass zur elektrostatischen Kraft nock 
eine zweite kommt, welche diesem Differ entalquotienten 
gleich ist. 

Was endlich den dritten vom Magnetismus herruhrenden 
Addenden anhelangt, so ist es nicht nothwendig, daftir be- 
sondere Grundannahmen zu machen. Es genligt vorauszu- 
setzen, dass in jedem Volumelemente kleine in sich geschlossene 
elektrische Strome (Molekularstrome) entstehen (oder sich ord- 
nen), beides unter Ueberwindung einer a proportionalen Mole- 
kularkraft, so dass fiir sie die Summe der Produkte aus der 
Stromintensitat und der Projektion ihrer Flache auf die y z- 
Ebene immer gleich 

M- 1 

- A - ' a 

4 7t 

ist, wobei a die oben definirte magnetische Kraft, M eine Con- 
stante ist. Analoges muss natiirlich von der y- und z-Rich- 
tung gelten. Durch die Annahme, dass diese Molekularstrome 
gerade so elektrodynamisch und inducirend wirken, wie sicht- 
bare Strome, erhalt man den dritten Addenden in der Gleichung 
Am fiir P, den man die elektromagnetische Induktionskraft 
nennen kann. Urn endlich die Gleichungen 16 a, A, 8 und 9, 
welche ja giltig bleiben, zu interpretiren, haben wir noch die 
dielektrische Yerschiebung und das Fortstromen der neutralen 
Elektricitat unter Gegenwirkung einer bei ersterer der Yer- 
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schiebung, bei letzterer der Gescbwindigkeit proportionalen 
Kraft ganz wie in den §§ 6, 7 nnd 11 anzunehmen. 

Alle diese Aussagen, welcbe wir bier nnr als eine Inter¬ 
pretation der im Laufe der Untersuchung erhaltenen Glei- 
ehungen aufgefasst baben, konnte man aueb als Grundlage der 
ganzen Tbeorie an die Spitze stellen, ahnlieb wie es die alte 
Fernwirkungstbeorie macbt. Man wiirde daraus sofort die 
Gieicbungen F nnd Am erbalten. Da wir die Magnetismen 
durch Molekularstrome erzeugt denken, denen dnrchans in 
sich zuriickkehrende magnetiscbe Kraftlinien zukommen, so 
wiirde folgen, dass Kraftlinien nirgends ibren Anfang nebmen 
oder enden konnen, d. h. es folgt die Gleichung 74f und endlicb 
wiirde aus der Annahme tiber. die stofflicbe Natur des elek- 
trischen Fluidums, wie wir sie in den §§ 5—12 gemacbt haben, 
die Gleicbnng 16a folgen. Dass wir, urn dem dielektriscben 
Polarisationsstrom Rechnung zu tragen, z up das Glied D .P t j 4 
addirt baben, konnte man wieder damit motiviren, dass er 
D — b / 1) mal starker als der galvaniscb geleitete Strom wirkt. 
Aus den Gleichungen F, Am, 16a und 74f konnte man dann 
umgekebrt die Maxwell’schen Nabewirkungsgleicbungen ab- 
leiten, welcbe ftir uns den Ausgangspunkt bildeten. 

Eine weitere, rein formale Veranderung ergiebt sicb, wenn 
man statt X, Y, Z drei Grossen X, 2), 3 einfiihrt, welcbe fiir 
t == — oo verscbwinden nnd die Differentialgleicbungen erfiillen: 

4 re dt 

in (if T 

D ~l d A + L^ = LZ 

4 7t dt ^ 
d. h. wenn man setzt: 

t 

4 jr Lt r izzLt 

X^ 2 *™. a --F=rjxe D ~*dt, 

— oo 

wobei b vorlaufig eine beliebige Constante ist. Analoge Wertbe 
baben g) nnd ,3- 

Sind nns die Grossen X, Y , Z als Fnnktionen der Zeit nnd 
der Coordinaten gegeben, so sind es ancb X, 2), 3* ^ n( ^- % 

9 * 
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fiir langere Zeit constant, so wird 36 = X, g) = Y, 3 = Da 
nur dieser Fall einigermaassen genaner untersucht ist, so lasst 
sich in keiner Weise entscheiden, ob es zweckmassig ist, die 
Grossen X, Y } Z oder 36, 2), Q als die von anssen wirkenden 
Krafte zn betrachten. Durch Einfiihrung von 36, D, 3 an Stelle 
von X, F, Z verwandeln sicb die Maxwell’schen Nahewirkungs- 
gleicbnngen C in Gleichungen von der Form: 

D dP D — b d 36 _ dy 43 tL /X)i ^ x 

t ar~ Ti~‘~di~~~d^ w ~^ + 

wahrend die Gleichungen D unverandert bleiben. Die Fern- 
wirkungsgleichungen Fund Am andern sich nur insoweit, dass 
TJyF^W statt durch die Gleichungen 93 durch Gleichungen be- 
stimmt werden, welche die Form haben: 


93X) u=L(P + ^ + ^+ { A--l£ t . 

Fiir b = 0 wirken die ausseren elektromotorischen Krafte, 
wenn man sie auf die Form 36, g), Q bringt, in dem Bilde auf 
die Stromungselektricitat und Polarisationselektricitat gleich- 
massig. Auf die Moglichkeit einer solchen Form wurde schon 
am Schlusse des § 11 hingewiesen. Durch Einfiihrung von 
36, 2), 3 geht ferner die Gleichung 16a iiber in: 

( _1_ A [ tf(J>"b)(P+3Q , J(2>-b)(Q + 8) 

4:7t dt [ dx dy 


1636) 


d(D-h)(B-t~ 8) 1 , dL(P-b 36 ) dL(Q + ») 
d%> J dx dy 

dL(B + 3 ) ^ _b d__ t dP dQ_ dB\ 

d& 4n dt \ dx dy d% ) ’ 


Wollen wir diese letzte Gleichung durch unser Bild darstellen, 
so identificiren wir zunachst b mit der bei Einfiihrung der 
freien Elektricitat im Bilde so bezeichneten Grosse. Fiir die 
Componenten des dielektrischen Moments der Volumeinheit in 
den drei Coordinatenrichtungen miissen wir dann die Werthe 
annehmen: 


4436) s'= s' (-P + 36), — s' {Q + §)), j'= e {B + 3)? 

wobei 


dieselbe Grosse ist, die wir friiher mit e vH bezeichnet haben. 
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Fiir die Diehte der freien Elektricitat dagegen mussen wir den 
Werth annehmen: 


M' — 

37 3E) • 

V 

Die Gleichung 


4 71 


l l Ji , Q , dig ' 

dy da 




169£ verwandelt sich dann in: 


16 b) 
wobei: 


_ d’u/ dv f dw f 

d t d .v d y d % ? 


dt K 8 


d h'_ , jL 

dt T xs' 


ist. Das Bild stellt dann zunachst die Gleichungen dar, deren 
Nummern mit dem Index 3£ versehen wurden. IJnd da dies© 
nock immer mit den ursprlinglichen Maxwell’schen identisch 
sind, so ist ©s nur ein verandertes JBild, das auch wieder die 
ursprlinglichen Maxwell’schen Gleichungen darstellt, und wir 
befinden uns *noch ganz auf dem Boden der Maxwell’schen 
Theorie. Es ist zwar das Bild, nicht aber die durch dasselbe 
oder durch die Gleichungen dargestellten Erscheinungen vom 
Werthe des b abhangig. 

Doch ftihren diese Gleichungen jetzt von selbst auf eine 
verallgemeinerte Theorie, welche nur fur versehwindende b mit 
der Maxwell’schen identisch wird, fiir andere Werthe des b 
aber Erscheinungen darstellt, die vom Werthe des b abhangen. 


§ 28. v. Helmholtz’sche Theorie. 

In unserem neuen Bilde ist gem&ss der in § 25, pag. 122 
entwickelten Principien die Aenderung der dielektrischen Polari¬ 
sation einem Strome aqui valent, dessen in der Richtung der 
Abscissenaxe geschatzte Diehte gleich (jP* 4- 3E^) ist. Es liegt 
nun der Gedanke nahe, wie in 16 b, so auch in C r 36 reap. 
9336 zum galvanisch geleiteten Strome an Stelle des Gliedes: 
DP t 

- t ~ + — 7 — -ae* 

4 71 4 TC 
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bloss den im Bilde erscheinenden dielektrischen Polarisations- 
strora: 

d(P+%) 

- ~di — 6 (jPi+ ^ 

liinzn zn addiren. Die Fernwirkungsgleichungen F nnd Am 
bleiben dann unverandert, jedocb sind U, V, W an Stelle der 
Gleichungen 93 oder 9333 jetzt durch Gleichungen von folgender 
Form bestimmt: 


U=Z (P + £) + ^± 


dP 

dt + dt 



x s' 


= u . 


Es ist dann nicht mehr: 


dU dV dTF __ 0 
dx + dy + d% ~~ U * 

Es ist daher mit den Gleichungen A m nicht mehr vertraglich 
zn setzen: 


96) 


— A cp = 


dP 

dx 


, dQ , dB 
dy d% 


Wir wollen tp noch immer als das Potential einer Masse de- 
finiren, welche den Raum mit der Dichte Wjb erfullt, d. h. 
wir halten das Coulomb’sche Gesetz fur die Wirknng der 
Elektricitatsmengen auf einander aufrecht. ffl ist aber nicht 
mehr dnrch die Gleichung 3736 definirt, sondern bloss durch 
die Gleichung 16 b). Sein Anfangswerth ftir t = 0 ist willkur- 
lich (gleich der gegebenen schon anfangs vorhandenen freien 
Elektricitat), d. h. wir halten daran fest, dass der Gehalt eines 
Volumelementes an freier Elektricitat sich nnr dadurch andern 
kann, dass Elektricitat entweder hinzu- oder hinweggeleitet 
oder durch dielektrische Polarisation hinein- oder heraus- 
geschoben wird. Man kann aber die Gleichung: 


d U d V d W 
dx ' dy d% 


wieder herstellen, indem man zu U> V , W noch die nach den 
Coordinaten genommenen Differentialquotienten der Grosser 


W=fd t 


d q 

U 


+ </ 


d q 
drj 


+ W 


d q " 


f dr.Q. 


dE f 

dt 


mit einem noch zu bestimmenden Faktor multiplizirt, addirt. 
Dem Faktor wollen wir die Form geben (1 — A)/2, wobei k 
eine vorlaufig willkiirliche Constante ist. §,???£ sind hierbei 
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die Coordinaten des Volumelementes dx, Es folgt hieraus 
leicht: 

A 2^r = 2b4r- 

dt dt 

Wir setzen also jetzt in den Gleicbungen r und Am: 


93') 


U=Z(P + X) + 


D-bldP 


4n \ 

? 7 + — 


+ 


d t 

- k dW 
2 dx 

Wir^erbalten aus diesem Ansatze: 


d% \ 

d t j 


1-Jc dW 
2 dx 


97) 


dU d V dW _ , dHT ? ,d<p 

dx + dij + dx k dt “ k *dt' 


Die so modificirte Maxwell’scbe Tbeorie liefert also die Fem- 
wirkungsgleicbungen r nnd Am, welcbe noch erganzt werden 
durcb die Gleicbungen 16 a mid 74f. Darin sind V, V, F" durcb 
die Gleichungen 93" gegeben. 

Wir wollen nun ganz die von Herrn v. Helmholtz an- 
gewandten Buchstahen einfiihren, wobei wir nur diejenigen 
Bucbstaben, die im Vorhergebenden eine andere Bedeutung 
batten, mit einem Stricbe versehen. Mit einem solcben ver- 
seben wir aucb die Nummern der Gleicbtragen. Wir setzen 
daber: 


A r ■= 1/D, m = 1 , # = (M — l)/4jr, >L'= & a, yu ~ & ft, v — {hy. 
Dadurcb nebmen die Ferwirkungsgleicbungen die Form an: 


A') 

n 


j'2 d U j d (dv* 
s' dx dt dt \ dy 

_ _ Aal _ j _ a (AAL _ AAL 

d- ~~ dx V dx dy 


&)+* 


Da cp das Potential einer mit der Dicbte H'jb im Raume ver- 
tbeilten Masse ist, so kann man die Gleicbung 16 b aucb so 
scbreiben: 


1 dA(p__ d E' _ du' 

4 7T b dt dt dx 


Aus r' folgt: 



dv' d w' 

dy dx 


= — A 'tfj . 
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Ferner liefert die Gleiehung 74 f: 

t) , , A [i 


d 


+ ■ 


74') 

dx 1 dy 
woraus weiter folgt: 


dt. 


*(■ 


dV 


dy.' dv' 


dx 


dy 


d % 


: 0 , 


99) 


dl' , dn' , dv' 1 A , 

dx dy d% 4 n ^ 


Indem man die nach z differenzirte zweite der Gleichungen JT 
oder A' von der nach y differenzirten dritten abzieht, erhalt 
man wieder die sechs Nahewirkungsgleichungen, v^elche die 
Form haben: 


D') 

C') 



dy 



’ 4 * + i‘ 


dV dg 
dt dy 


d]jl 
d% ’ 



d & 


= ib 


d 2 (p 
dxdt 


— A 


d t 


+ 


Aus diesen Grleichungen wiirden die Gleichungen 16'und 
74' identisch folgen. Statt der ersteren muss man daher zu 
den Gleichungen C' und D' die folgende hinzunehmen, welche 
sich ergiebt, wenn man die erste der Gleichungen A' nach x, 
die zweite nach y, die dritte nach z differenzirt und sie dann 
addirt: 


100 ) 



Acp = A 2 kb 


d 2 cp 
dt 2 ’ 


Die Grosse yj kommt in den Gleichungen nicht weiter vor, 
sie kann daher als eine neue durch die Gleichungen 98 oder 
99 definirte Grosse betrachtet werden. 

Diese Gleichungen sind vollkommen identisch mit den von 
Herrn v. Helmholtz entwickelten 1 ), nur dass derselbe die 
Elektricitat in dem fur das ideale Standardmedium geltenden 
elektrostatischen Maasse misst, daher b = 1 setzt, wogegen 
wir das fur den realen Standardkorper (Luft) geltende elektro- 
statische Maass angewendet haben. Wir liessen daher b will- 
kurlich und setzten: 


D - 


4 it 


9 v. Helmholtz, Gesammelte Abh. I. Th., S. 621. 
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wobei D die Dielektricitatsconstante gegeniiber dem realen 
Standardkorper ist; bei uns ist also b die Dielektricitatscon¬ 
stante des idealen Standardkorpers relativ gegen den realen. 
Fur b = 0 wird die Theorie bei jedem Werthe von l und # 
mit der MaxwcH’schen identisch, was schon Poincar6 be- 
merkte. Ist b von Null verschieden, aber k = 0, so reducirt 
sich die Gleichung 100 auf 96. Es ist also dies der Wertk 
von kj welcher bewirkt, dass trotz der Yerallgemeinerung die 
Giltigkeit der letzteren Gleichung und daher, da cp immer das 
Potential einer Masse von der Dichte E' ist, auch die der 
Gleichung 3736 nicht aufgehoben wird. 

In unserer alten Bezeichnung lauten die v. Helmholtz’- 
schen Nahewirkungsgleichungen: 

-p^ M doc _ dR dQ 

' dt dy dx, 5 

c ") »(4r-^H p - b >4f + i < p + jf > + 4 3?l ;• 

Die Gleichung fur ty, namlich: 


A y 


da dy 

dx dy d% ’ 


braucht nicht besonders dazu genommen zu werden, da afj in 
den iibrigen Gleichungen nicht vorkommt. Dagegen entfallt cp 
nicht, sobald b von Null verschieden ist. Man muss daher die 
Gleichung 100 hinzunehmen, wclche lautet: 


dP dQ 
dx dy 




Es ist dann durch die Anfangswerthe von «,/?,/, P, Q, P, 
also durch den gesammten Anfangszustand der magnetischen 
und dielektrischen Polarisation, der gesammte zeitliche Yerlauf 
der Erscheinungen noch nicht bestimmt. Daher ist auch der 
Schluss nicht mehr verwendbar, dass durch Grosse und Bich- 
tung der elektrischen und magnetischen Kraft an einer Stelle 
des Raumes die gesammte Wirkung auf ruhende und bewegte 
Elektricitat und ruhenden und bewegten Magnetismus daselbst 
bestimmt ist, ohne dass es darauf ankommt, ob die elektrische 
Kraft z. B. von einer statischen Ladung oder einem verander- 
lichen Strom© herruhrt. Vielmehr miissen noch die Anfangs¬ 
werthe von cp und dcpfdt gegeb’en sein, welche bei verschie- 
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denem TJrsprunge der elektrischen Kraft verschieden sein 
konnen. Aus cp kann man zunachst die Grosser 

4 71 

bes tinmen. Die Tkatsache, dass cp und dcpfdt gegeben sein 
muss, lauft also daranf kinaus, dass die gesammte freie Elek- 
tricitat nnd deren Differentialquotient nacb der Zeit fur t = 0 
gegeben sein nmfs. 

Herr v. Helmholtz leitet wieder zunachst die Fern- 
wirknngsgleichnngen ab, indem er znr Basis seiner Theorie 
Principien macht, welche im Wesentlichen mit clem zu Anfang 
des yorigen Paragraphen Auseinandergesetzten iibereinstimmen. 
Nnr setzt er an Stelle des dort mit bezeichneten Aus- 
druckes yielmehr: 




ii'ds ds' 




Q 


1 + ^ / 7 7 /\ | 1 ' 

—-— cos {ds, ds) -\ - 


- cos {ds, p) cos {ds, q) 


Wenn ids = 1 gesetzt wird und ds die Abscissenrichtung hat, 
so ist die Sumrne der drei welche sich auf die drei Strom- 
elemente u' dr, v dr, w dr beziehen, in der That: 


d t 

Wo 


u' + 


1 — h ( , d 2 o 
2 (“ IxdJ 


, , d 2 q 

v — -j — 

dy dr} 


+ w 


y 

dxdt /_ 


Es hat also das iiber den ganzen Eaum erstreckte Integral 
f d^, durch welches gemass den jetzigen Annahmen an Stelle 
der Gleichung 93 jetzt die Grosse (7/ D 2 definirt werden muss, 
den Werth: 


i^-j 


dr 


u' + 


1 — k dW 

2 50 2 dx * 


Dazu kommt noch die Annahme, dass die dielektrischen Polari- 
sationsstrome ebenso stark wie die geleiteten wirken. Beztig- 
lich der Consequenzen der y. Helmholtz’schen Theorie, 
namentlich der nach derselben moglichen Longitudinalwellen, 
muss ich auf das Original Yerweisen. Nur eine Bemerkung 
sei noch beigefiigt. Hat man einen homogenen Korper, wo 
a und x nicht Funktionen der Coordinaten sind, so kann man 
in den Gleichungen C' und D' setzen: 


t = t + 


b e 


t 

H s' 


4:7Z 


' e ^Jl7_ dt 

dxdt ’ 


— 00 
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woraus folgt: 

dq' , _J_ d* <p __ di" £" 

dt xa f 4:n * dxdt ™~ dt T7 * 

Bezeichnet man mit t) r/ und j" analog gehildete Ausdriicke, so 
wire! ausserdem: 



dy d% dy d% * 


Man erhalt also statt der Gleichungen C' nnd D' ganz ana- 
loge fiir t)" ? j", aus denen jedoch <p ebenso herausfallt, wie 
sebon friiher ^ berausfiel. Es sind daher f, j" die Re- 
prasentanten der Transversalschwingungen, deren Veranderung 
genau wie nach Maxwell’s Theorie, also unabhangig yob den 
Longitudinalwellen erfolgt. Doch sind beide Wellengattungen von 
gegenseitigem Einflusse auf einander, sobald x und s' yerander- 
lich sind, daher auch dorfc, wo zwei verscMedene Korper an- 
einander grenzen. 

Beziiglich der Bezeichnungen bemerke ich noch, dass 
Maxwell die bisker gewahrte Symmetrie derselben dadurch 
stort, dass er beim Magnetismus ausser den Componenten 
der magnetischen Kraft noch die der Magnetisirungsintensitat: 




M - l 
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a, 


B = 


M- 1 

4 71 


P, 


c = 


M- 1 

4 71 


r 


und die der magnetischen Induction a — Mcc 7 b — Mft 7 
c = My einfiihrt, so dass also a = a + 4% A ist. Bei der 
Elektricitat aber fiihrt er bloss die Componenten der dielek- 
trischen Yerschiebung f= DP\4%, g = DQj4:7t 7 k = DRj4% 
ein. Die Symmetiie wiirde erfordern, auch hier die Grossen 
(.D — 1)P/4tc und DP einzufiihren; freilich wiirde sich der 
Differentialquotient keiner dieser Grossen nach der Zeit ohne 
Faktor zum galvanisch geleiteten Strome addiren. Ich glaubte 
ini I. Theile dieser Vorlesungen mehr Symmetrie zu erhalten, 
indem ich unter fi } a , b 7 c die Maxwell’schen Grossen ver- 
stand, dagegen: 

_ a q _ b _ e 

a 4:71 [A 1 P ~~ 4. n p > y 4 7lfl 

setzte, so dass die yon mir dort mit a bezeichnete Grosse „ 
gleich der Maxwell’schen dividirt durch 4% ist. Es scheint 
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jodoeh (lias andi nirlit zwcrkmiiHsig; man milsste vinlmehr, 
wenn man die Relation f U V 4 x bribehalten wollte, auch 
a M a j 4 7 t setzan, wohei tmtUrlich dan van Max wall, und 
auch hior, audit aber das im L Theile dieser Vorlosungtm 
angowandto u gomeint ini. Dann wiirde ulna 4 n a ^ a «p 4 rc A. 


Vimeliiite VorloHiuiff. 


§29, Hub or din W an dr rung wnhrar Klnkt rieitlit, welche 
nich ursprlinglich im Innern von Leitcrn hufand, nack 
do run Oberflilrlu? and inn Theorem Mausu’* 

Da din Maxwell'sclio Throne din eleklmcdion Krschei- 
nungon violfach van gauss anderen (vaHiahtHpunkten hotrachtet 
ala die alia, ho dflrfte m ssum Verst iimlmss beitragem, spackdle 
einfache Beispkde m radmam welrhe nielli mit Rttckwieht auf 
din praktiBehe Verwertlmng, sonderit lediglirh auf din Udehte 
Durelifilhrbarkcdt der Reehnung gernde narli Maxwell's For- 
main gawlihlt Hind und daher nieht einen wesuntlichtm Theil 
der M ax wel Tarheel Theorie bildntu Hondnrn bloHH m damn 
VarauH(diauliclmng boitragtm median. Wir kahron dahed winder 
gauss ssu dan urnprllnglkdian, in dan bidden arstan Vorloaungen 
cmtwickoltnn Pormtsln MaxwiilTn xurftak, alma dia im vorigeu 
Paragraph erwlihnten Vcmallgcmiaintsnmgen. 

Ich baba disbar absielttltrlt jadas Ztirllckgraifen auf die 
in der tmtim Vorlnauug m CJrumle gntegte mochaiUKche An- 
Hchauung yormiedem, urn m sstdguu f dans «ie mr Begrttuduiig 
der Gleieimngen ciuman kaun, aber nirlit mustt, class vielmehr 
die Kesultate aun den Glekdiungen nlkdit bid bcliobiger anderer 
mechanischor Grundlage, cider aueh gauss aline solche gewoimen 
warden kOtmen. Jetzt aber wilt ich auch auf jane meehanische 
VeraiiHchauliidumg wiedar ssurilckkommmi. 

Ich hotrachte ssun&alnjt folgoudoH Problem. l ) In einem 

*) Unter allerdingH untiemi AufttngftlMttHngungim wurdet dienes Problem 
&ueh von Harm v. Helmholtz, Uok, Abb, Iftl I, 8. 5B5 bfthandelt 
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pen unendlichen Leiter, in dem nirgends aussere elektro- 
ische Krafte wirken, sei zu Anfang der Zeit a = /9 = y= 0, 
■*? Qi S seien die partiellen Ableitungen einer Funktion 
Sntferming ?* des Aufpunktes vom Coordinatennrsprnng 
r)dr. Z und D seien ebenfalls Funktionen von r. Da 
alles urn den Coordinatennrsprnng bernm symmetrised 
ails sen P, Q y It auch zn alien Zeiten die partiellen Ab- 
gen einer Fnnktion cp von r nnd t bleiben, nnd es wird: 




x clcp p. _ _ y_ d(p 7? __ _ A 

V Tl7 : 5 ^ “ r dr ’ r dr * 


rleichungen D liefern dann zu alien Zeiten a = /3=y = 0, 
laher liefert die Grleiclinng C: 


r* A 3t Lt 

J ( P(r) e D dr , 

_ 1 r c? / -n , 2^0 f? <p __ 

4 \^dr \ dr) r dr 

___ _ JL__ 

4 nr 2 dr 


1 c? 
Anr 2 dr 




Ajc L 


r 2 l)4>e » 


radiale 


Gresck'windigkeit der neutralen Elektricitat ist: 


Q = 


-L- 


d cp 
d r 


h. die Kugel vom Radius r gebt in der Zeit d t die Elek- 
itsmenge 


Q-ehalt an. wahrer Elektricitat zwischen den Kugeln von 
tadien r und. r dr nimxnt also wahrend der Eeit cl t um 

±ndrdt^(Lr*^=i%drdt-±-(Lr*<I>e » *) 

ras in der That gleich 

d t ~ (4 nr 2 dr s a ) 

Die Dichte der freien Elektricitat ist, wenn wir sogleich 


L setzen: 

l 

s f=- 


d?cp 2_ «?£\ _ _ 1 

dr 2 ' r dr) 4 nr 2 dr \ dr) 


1 d_ 
4c7tr 2 dr 


r 2 </> e 
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Die Dichte der durch dielektrische Polarisation ausgeschiede- 
nen Elektricitat ist: * 


Bp — Bf B w — 


_ 1 _ d_ 

4: nr 2 dr 




An Discontinuitatsflachen kann sich Elektricitat von der 
Flaehendiehte 




4 71 


4 tvLq 


4tcL x 




-D 1 ® 1 e ^ 


E f = 


l 

4 Tt 


%e 


-0 i€ 


4tttLx 

~ 


ansammeln, auch wenn urspriinglick die Flaehendiehte der 
wahren oder freien Elektricitat Null war, also D 0 & 0 — D l 
oder <2> 0 = ist. Diese Elektricitat verschwindet natiirlich 
mit der Zeit wiederum. Nur wenn Cf> 0 = = 0 ist, war auf 

der Kugelflache ursprunglich keine Elektricitat, und ist innen 
gleich viel positive und negative. Daher hat man auf der Kugel¬ 
flache nie Elektricitat. Denn innerhalb der Kugel war zu An- 
fang die wahre Elektricitatsmenge — r 2 D 0 & 0 , die freie 
— r 2 <2> 0 . Natiirlich ist stets 


Der fur % gefundene Werth zeigt, dass die dielektrische 
Polarisation so gedacht werden kann, dass die Kugelschale 
vom Radius r und der Dicke dr innen mit der positiven, 
aussen mit der negativen Elektricitatsmenge 

m = P-l)r*%L 


bedeckt ist. Dadurch, dass auch die umschliessende Kugel¬ 
schale analog bedeckt ist, wird auf der Aussenflache der erst- 
genannten Kugelschale die Elektricitatsmenge 


frei, welche man als die G-esammtmenge der durch die elek- 
trische Polarisation ausgeschiedene Elektricitat im Innern 
dieser ganzen Kugelschale bezeichnen kann. Dividirt man sie 
durch das Yolumen der Schale 4 nr 2 dr, so erhalt man in 
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dor That don obigeu Worth von a p . Das diclektrische Moment. 
dor Vohuneinheit ist: 

^ & r _ _ ^ zJ- 

4 ;r r 2 d r ~~ in dr ' 

Ks ist in dor That: 

? - !> r 1 1 //« + ^ = - n ~ 1 . 

c 4 /r r 0 1 4 ;r ^ r 

Kbonso ist <p in dor That das elektrostatische Potential aller 
froien Elektrieitat nainiich: 


An 


• " - . r go 

I f. ( ,J V + I R f {> <1 {> ~ 4 w J j Sf r~ dr + Je f rdr 


Die Anwendung dor partiollen Integration anf das letzte In¬ 
tegrate roducirt den ganzen Ansdruck auf 


/* *( n L t 

J <l> a™ * ‘ n *" d v = (p . 

VorauHgOHetzt ist dabei, dass die Gosammtmenge der freien 
ElektrieitEi nicht unendlieh ist, dass also flir grosse r der 
ver&nderlicho Thoil von <p mindostons wie ajr abnimmtj weil 
sonst das Potential unendlieh oder unbestimmt wird. 99 ( 00 ) 
ist cine wiliktiriiehe additive Constante. 

Wo sieh koine freie Elektrieititt befhulet, ist 



Hind dort L und JJ constant, so ist dort auch keine wahre 
EloklrioiUit and es sammelt sieh auch wader wahre noch freie 
Eloktricitlit an, Es ist dann dort 


<l> = 


a 

r % 


1st I) constant, aber L Funktion von r, so bildet sich dort 
zuernt froio und wahre Hloktrioitilt, doren Quanta sich immer 
wie 1 : D vorhalteu, und die dann wieder verschwinden. Ist 
auch l) Funktion von r, so bleibt dioses constante Verhalt- 
niss nicht orhalton; (loch steht stets die gesammte freie Elek- 
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tricitat zur gesammten wabren innerbalb der Kugel in diesem 
Verbaltnisse. 1st L constant nnd D Funktion von r nnd in 
einem Momente e f = 0, so ist in diesem Momente 

d 

= 0 , 


d t 


nicbt aber verschwindet die Grosse 


de, 


f 

dt 


r 2 $ 


T 4 ztL 
4:71 L -fT~ t 


~4.nr 2 ^ I) 

Es kommt daber erst freie, dann ancb wabre Elektricitat hin, 
die aber wieder verscbwinden. Nur wenn dort (p = 0 ist, ist 
urspriinglicb weder wabre nocb freie Elektricitat dort nnd es 
kommt ancb nie welcke bin, weil innerbalb immer gleicb viel 
positive als negative ist. Der Ansgleicb dieser positiven nnd 
negativen Elektricitat innerbalb ist dann, wie man siebt, ganz 
obne Einflnss anf die Yorgange ausserbalb. 

Nacb der mecbaniscben Hypotbese der ersten Vorlesung 
sind alle diese Vorstellungen nnr Bilder far die einfacbe That- 
sache, dass iiberall Wirbel rotiren. Die Rotationsgescbwindig- 
keit ist in der Entfernnng r vom Coordinatennrsprnng zn An- 
fang der Zeit <2>(r), die Eotationsaxe bat die Ricbtung der 
Geraden r. Da iiberall P, Q, R die Ableitnng einer Funktion 
nacb den Coordinaten sind, so ist die potentielle Energie 
V gleicb Null nacb Gleicbnng B. Es werden daber nirgends 
Kraffce anftreten, welcbe die Gescbwindigkeit der Wirbel zn 
verandern streben, mit Ansnahme der dampfenden oder Eei- 
bungskrafte L P, L R. Es ist daber: 

D dP +LP: 


4 n dt 


0 . 


Alle Rotationsgescliwindigkeiten nelimen also gleichmassig pro¬ 
portional 


inL 


ab. Ist fur 


0 = 


und L und 1) constant, so ist alle freie nnd wahre Elektricitat 
auf den Raum r < R beschr&nkt. Ist a von Null verschieden, 
so stromt in der Zeit dt die Elektricitatsmenge 


4 7tL 


Lae 


dt 
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ins Unendliche ab. 1st clagegen a = 0, so verschwindet die 
Summe aller wabren Elektricitat im Raume zwischen r = 0 
und r = JR. Diese gleicht sick also miter einander aus, obne 
die aussere Umgebung zn beeinfhissen, 1st z. B. 0 = b von 
r = 0 bis r = JR, 0=0 fur r > B, und D und L im ganzen 
Raume constant, so ist die Volumdicbte der wabren Elektri¬ 
citat fur 0 < r < B 

__ Db 
2nr 7 

daher ist die ganze in diesem Raume befindlicbe wabre Elek¬ 
tricitat — Db JR 2 . Auf der Scbale vom Radius R aber ist mit 
der Flacbendicbte Dbj 4jr genau diegleicbepositiveElektricitats- 
menge aufgebauft. Hatte 0 fiir 0 < r < JR den gleicben Werth, 
dagegen fiir grossere r den Werth bJR 2 jr 2 , so wiirde die posi¬ 
tive Umhiillung fehlen, und alle Elektricitat ins XJnendlicbe 
abfliessen. Die gleichmassige Dicbte 

_ Da 

4 7t 

der wabren Elektricitat in der Kugel vom Radius R wurde 
man erlialten, wenn 



fiir 0 < r < JR ware. Ware dann fur r > JR, 0=0, so ware 
wieder auf der Oberflacbe der Kugel die gleicbe und entgegen- 
gesetzt bezeicbnete Elektricitat wie in deren Innerem angebauft. 
Ware dagegen: 

B r 2 ’ 

so wurde diese Umhiillung feblen. Es ware dann zu Anfang 
der Zeit, wenn die Gonstante so bestimmt wird, dass cp im 
Unendlicben verschwindet, ausserbalb der Kugel 

B 3 a 

q> = — -gro¬ 
und im Innem der Kugel, da an deren Oberflacbe cp selbst 
keinen Sprung machen darf, 

a r 2 a R 2 

- 

und es ist in der That cp das durcb JD dividirte Potential aller 
wabren Elektricitat, oder das Potential der freien Elektricitat. 

Boltzmann, Vorlesungen, II. 10 
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H6 . , TTorper eine endliche Kugel rom Kadius B 

Ware der leitende E P Dielektricimj in welchem die ent- 

und umgeben von Index 1 versehen werden sollen, 

sprechenden Grossen m me( ^ anisclien Vorstellung der ersten 
so wtrden sice nn ^ loiter genau wie friiher abspielen. 

Vorlesung alle Vorgang _ ^ ^ Zeit t enthaltene wahre Elek- 
Die gesammte m dems ^ wie der als constant vorans- 

tricitat ware, wenn ma 
setzt, _ t 

__ B?D 0{B)e D ■ . 

_ n zwischen Leiter und Dielektricum an- 

t aber daderWer* <0, dee i,/<" 

im Dielektricum constant ist, ^ ^ 

[ __ D (R) + D e D ® C®)] * 

, m selbstverstandlicb constant. Sie ware 

™ ist - ware ? ecie11 imDielektri * 

cum nirgends wahre Elektricitat, so musste 

sein. Die Constante a musste den Werth 

DP? <X>{R) 

baben, .en D ardangs aaf der Oberfiacbe der &gel kern, Mr- 

tricitat ware. Fiir a = 0 dagegen ware die Snmme des Elek- 
tricitatsmenge im Innern und an der Oherflache der leitenden 
Kugel gleich Null. Die ExponentieUe 

4jt L 


ist also in gewisser Hinsicht das Maass der praktisch immer 
enormen Gesehwindigkeit, mit welcher sick eine ursprunglich 
im Innern eines Letters angekaufte Elektricitat an dessen 

Oherflache hegieht. , 

Einige allgemeinere Bemerkungen mogen nocn J: latz linden. 
1. Betrachten wir einen liomogenen Leiter, wo L und M 
constant sind, D aber verschwindet und keine ausseren elektro- 
motorischen Krafte wirken. Fiir diesen folgt zunachst aus den 

drei Gleichungen C: 

dP dQ_ jLR 
dx dy d% 


o, 
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ferner aus der ersten der Gleicbungen C unter Zuziebung 
■von D: 

4cTtLM dP _ j p 

W dt - 

ebenso fur Q und R. Die elektriscben Xrafte pflanzen sicb 
daber genau so fort, wie nacb Fourier’s Tbeorie die geleitete 
"Warme, was bekanntlicb sclion Maxwell wiederbolt ausspracli. 

2. Wir denken uns wieder einen bomogenen, yon ausseren 
elektromotoriscben Kraffcen freien Leiter wo Z, M und 11 
constant sind, letztere G-rosse aber nicbt verscbwindet. So- 
"wohl iru Innern des Leiters als aucb an dessen Oberflache 
tann zu Anfang beliebige freie und wabre Elektricitat sitzen. 
Die etwa mit Elektricitat geladenen Oberflacbenelemente aber 
"wollen wir wie immer als Volumelemente von endlicber, wenn 
amcb sebr geringer Dicke betracbten. Ein Volumelement des 
Deiters @ mit Einscbluss seiner Oberflacbenelemente soli mit 
dr® bezeicbnet werden. 

Wir construiren ganz innerbalb des Leiters eine ge- 
scblossene Flacbe F, deren Oberflacbenelemente wir mit doi 
loezeicbnen. Den davon umscblossenen Raum nennen wir J 
und bezeicbnen seine Volumelemente mit dr^ In jedem der- 
selben kann wabre Elektricitat von der Dicbte e w sitzen. Die 
Summe der wabren Elektricitat im Raume J ist daber: 


Andererseits ist: 


d . 


■P de v 
4 7t dt 


+ L e w " 0 , 


wie aus den G-leicbungen C folgt; daber bat man: 



j 


4 7t L 

~ir~ 


i 


«5jy d . 


Dies muss aber notbwendig gleicb der negativ genommenen 
und durcb dt dividirten Menge der wabren Elektricitat sein, 
welcbe wabrend der Zeit dt durcb die gesammte Flacbe F 
austritt. Durcb jedes Element do derselben tritt nacb der 
Formel 20 wabrend der Zeit dt die Elektricitatsmenge: 


Zdoi dt-^~ 
dn 


10 
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aus, wobei die Normals n in das I micro des Raumcs J hincm- 
/uiziehen 1st . Wit* erhalten somit : 



j /-* 

Fenter ini niudi Funned 8t>: 


f ~ 

Man firnlet somit; 


i 



t 1 


l ;• 

t> I o 


j * d j * t* f{ , tIt? j* 

J do , i/ n J ' J ~ 1 \l 

f a J 

Ks ini dies tun bekanuter, ztiorni van (butHH aufgestcdlter und 
zum Beweiso ties PoiHson’schen Theorems bemutzter Batz der 
Potential! heorie, l ) 


§, 80, Meehan ism us don unomlliehen goradlinigon 

elekt risrlteit Stromas, IdnorgieuniHatz an den Stellen 

der Wirksamkoii II usseror elektromotorischer Kriifto. 

Ids mu noeh des einfaehen Boispicds gedatdit, tins ieh in 
den Sitzungsheriehten der buyeristdien Akadomie, Bd, 22, 1892, 
hororhnetu, wo dbrigetm nowohl die Theorie als atteh die Roeh- 
mttig nielli frei von Fehleni ist. In einem sehr langen eylin- 
drisrlum Bnibte vom Radius p, (lessen Axe die AlmetHscmaxe 
ini, lliesse dinner parallel ein staiionarer tdekirisedter Strom. 
I bum ini im Innern des Drahtes l* constant Wir wollen l\ 
gleieh u\ |1 selzeii, so dans P m — a ini, Der Index & drttekt 
elektrostatmeheH, der Index m magnetistdms Maass aun. Q und 
// verscdiwimlcm im Ittnern dus Drahtes, Man erfttllt dalier alio 
(ilcuehungen, wtniu man ausMurdcm netzt: 


2 n L % a \ 

a - Of t‘* ** jp t 2 n h m a z , y 


2 n !i $ a y 


— — 2 n U m ay. 

Dio Btromdiehte im elektrosinttHelien Matisse gemessen 
ist a 4/8? also in nmgmtwolmn a 4*. Wir wenden im 


! ) Vgl. Itiimmim, Bchworc, Blaktrlcltlt und MagnctinmuH, 2 Aung, 
8, 41; Poinmmn KloetrlHM nfc Optiquo, I. Tin, 8, 7. 
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Folgenden immer magnetisch.es Maass an und lassen den 
Index m weg. Der Draht soli von einem coaxialen, zur Erde 
abgeleiteten Metallhohlcylinder vom Radius a umgeben sein. 
Zwischen beiden soil sicli Lnft befinden, in welcher L = 0, 
1) = b = 1 ist ? und fur welcbe alle iibrigen Grossen den 
Index l bekommen. Dann ist im Innem des Drahtes: 
cp — — f Pdx = — ax. 

Die magnetische Kraft auf einen Magnetpol von der Starke 
Fins ist an einer beliebigen Stelle im Innern des Drahtes: 

y(S» + y a =»2 nZra = ~p. 

r ist die Entfernung der betreffenden Stelle von der Axe des 
Drahtes, i die totale Intensitat des Stromes, welcher den 
coaxialen Cylinder vom Radius r durchfliesst. 

An der Oberflache des Drahtes mlissen, da die magne- 
tische Kraft tangential zum Querschnitt ist, ihre Componenten 
ct, ft, y zu beiden Seiten der Oberflache gemass der Gleichungen a 
denselben Werth haben, was wir in folgender Form schreiben 
wollen: a = a L , ft — ft L , y = y t fur r = q. Ebenso erhalt man 
P == Pj ftir r = q. Wegen der vollkommenen Symmetric um 
die Axe muss jedenfalls: 

Qi 


sein. Der Werth dieser Grossen aber hangt von der freien 
Elektricitat ab, die sich auf der Drahtoberflache ansammelt. 
Da die Bewegung aphot ist, mlissen ferner P, Q, R die 
partiellen Ableitungen einer Funktion — cp (x, r) nach den Co- 
ordinaten sein. Ftir r = q muss: 


fiir r = a aber cp = 0 sein. Da wir annehmen, dass in der 
Luft urspriinglich nirgends wahre Elektricitat vorhanden war, 
so muss liberall Acp — 0 sein. Daraus folgt: 


<pi 

Q 


ax 


l a — lr ,7/7 7 \ -n l a — Ir 

+ b{l<r-lr), ^i=a T7zri -, 


la — l q 
axy 


{la — l g)r 2 


"t" „2 ? 


JRi= - 


a o ZitatfL* 

*1= Pi =-^- 


(l a — l q) r % 
2n ag 2 Ly 

* 


r +' 
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Die ebenfalls magnetisch gemessene Dichte der wahren Elek- 
tricitat auf der Oberflache des Drahtes ist mit der freien 
Elebtricitat identiscb und hat (vgl. 15h), da Q und JR im 
Innern des Drahtes verschwinden, den Werth: 

jp _ _ ax _, b 

±7iWq{l(r- Iq) * 

Die zwischen den Wirbeln liegenden Friktionsrollchen sind, 
wie die fiir /3, y gefandenen Werthe z eigen, tangential in 
dem Sinne verschoben, in dem man von der positiven 2 -Richtung 
auf kiirzestem Wege zur positiven y-Richtung gelangt, und 
zwar urn Strecken, die der Entfemung von dessen Axe im 
Innern des Drahtes direkt, ausserhalb desselben verkehrt pro¬ 
portional sind. -Sie werden daher mit einer der Verschiebungs- 
richtung genau entgegengesetzt gerichteten Kraft gegen ihre 
Ruhelage gezogen und iiben auf die Wirbel eine gleichgerichtete 
Kraft aus, die also ebenfalls zu diesen und zum Cylinder tan¬ 
gential gerichtet ist und im Drahte an der von der Drahtaxe 
am meisten entfernten Stelle des Wirbels den grossten Werth 
hat. Die Gesammtkraft also, welche alle Friktionsrollchen 
auf einen Wirbel ausiiben, sucht diesen in dem Sinne, in dem 
man von der positiven y-Axe auf btirzestem Wege zur positiven 
2 -Axe gelangt, zu drehen und deckt den durch die Reibungs- 
krafte {L P, L Q, L JR, Joule’sche Warme) verursachten Ge- 
schwindigkeitsverlust. 

Dieser Spannungszustand muss naturlich durch aussere 
elektromotorische Krafte erhalten werden, die wir uns an 
Stellen denken, wo x sehr grosse positive oder negative Werthe 
hat. Ausserhalb des Drahtes dagegen ist: 

dp __ dy 
d% dy 

Die Rotation der Wirbel wird also dort durch die Friktions¬ 
rollchen nicht beeinflusst. 

Wie wiirde sich nun die Sache andern, wenn die ausseren 
elektromotorischen Krafte nicht in unendliche Entfernung ge- 
rixckt waren, sondern wenn z. B. in der Schicht zwischen 
x = — c und x = + c, die wir kurz die kritische Schicht 
nennen wollen, Y = Z = 0 ware, X aber einen constanten 
von Null verschiedenen Werth hatte, der natiirlich sehr gross 
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sein miisste, wenn c sehr klein ware? Dann wlirden zeitlicke 
Veranderungen in der Dichte der wahren und freien Elek- 
tricitat, daher Schwanlcungen in der Rotationsgeschwindigkeit 
der Wirbel, resp. elektrische Schwingungen auftreten, bis der 
elektrische Strom im ganzen Drahte gleicli stark und parallel 
dor Axe ge worden ware, also P+X fur die kritische Scbiclit 
denselben Werth hatte, wie P ausserhalb derselben, was wir 
in der Form. P k + X = P n scbreiben wollen. Es miisste daher 
JP in der kritiscken Schicbt entgegengesetzt, ausserhalb aber 
g Lcichbezeieh.net mit X sein. Yermoge der dazwiscben befind- 
liohen Friktionsrollchen mlisste sich P in die Luft kinein con- 
tinuirlich fortsetzen, und es miisste daher auch in der Luft 
m£the an der Drahtoberfiache in der kritischen Schicht dem X 
entgegengesetzt, ausserhalb derselben aber gleickbezeicb.net 
mit A r sein. In grosserer Entfernung fande durch die dort 
auftretenden Werthe yon Q und R die continuirliche Yer- 
mittelung statt. 

Es entspricht dies genau dem Yerlaufe der elektrischen 
Krafte, welche nach der alten Theorie durch die auf der Draht- 
oberilache angehaufte freie Elektricitat erzeugt werden. Da 
ilberall 2\ Q, R die Ableitungen einer Funktion nach den Co- 
ordinatenaxen sind, so sind cc, (3, y nicht Funktionen der Zeit 
und daher, wie aus den Gleichungen C und D ersichtlich ist, 
nur von dem Werthe abhangig, welchen die Grossen P + X, 
Q + Y, JZ + Z innerhalb des Drahtes haben, da ausserhalb 
dosselben: 

tt cl P clQ dB ^ 

~~ dt di ~~ di 

ist. P+ Xhat aber innerhalb des Drahtes tiberall denselben Werth 
wie frtilier, als die elektromotorischen Krafte in unendlicher 
Entfernung waren. Ebenso Q, R, Y und Z 7 welche sammtlich 
Ycrschwinden. Die magnetischen Krafte cc 7 /?, y sind also nicht 
von dem Orte der elektromotorischen Krafte abhangig, sie 
wirken ebenso wie fruher auf die Wirbel in der Luft gar 
nicht, auf alle Wirbel im Drahte aber gleichmassig be- 
scltleunigend in dem Sinne, in welchem man von der posi- 
tiven y-Axe auf kiirzestem Wege in die positive 2 ;-Axe ge- 
langt. Dadurch werden wieder ausserhalb der kritischen Schicht 
die Wirbel trotz der Reibungskrafte in gleichformiger Ro- 
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tation erbalten. Innerbalb der kritischen Scbicbt abe: 
sie ja entgegengesetzt rotiren, werden sie in ibrer Ko 
aufgebalten. 

Nacb nnserer mecbaniscben Yorstellung verbalt sicl 
die Elektricitat keineswegs wie eine Fliissigkeit, die 
ibren eigenen Druck im Drabte fortgetrieben wird, woi 
besonders die Ansammlung auf Flacben bis zur unend; 
Dicbte unvereinbar ist. Sie yerbalt sich ja aucb nau 
alten Theorie nicbt so, da sie nacb letzterer nicht durcl 
inneren Druckkrafte, sondern durcb die Fernwirkung der 
Elektricitat auf der Oberflacbe des Drabtes getrieben 
Nacb nnserer mechanischen Yorstellung dagegen wird die 
bende Kraft sogar ausschliefslicb dnrch das umgebende D 
tricum vermittelt. Die elektromotoriscben Krafte yen 
zunacbst nnr die Wirbel im Innern desjenigen Tbeilei 
Drabtes, der innerbalb der kritiscben Scbicbt liegt, ir 
tation. Dnrcb Vermittehing der Friktionsrollchen werde 
dann die Wirbel in der Luft an den dem Drabte be 
barten Stellen, dann aucb die in der iibrigen Luft] 
in Bewegung gesetzt. Diese erst greifen durcb die Frik 
rollchen in diejenigen Wirbel ein, welcbe sicb im I: 
des Drabtes ausserbalb der kritiscben Scbicbt befinden 
versetzen sie in Eotation, treiben daber den elektri 
Strom. Yermoge des Ineinandergreifens des ganzen M 
nismus kann der Zustand nur stationar werden, wem 
negative Rotationsgescbwindigkeit P k innerbalb der kriti 
Scbicbt zu der positiven P n ausserbalb derselben in einem 
bestimmten Verbaltnisse stebt, das vom Verbaltnisse der Y 
stande w n ausserbalb und w k innerbalb der kritiscben S( 
abbangt. Ist w n gross gegen w k , so ist P n klein, daber 
wenig kleiner als X; ist dagegen v\ klein gegen w k , so 
wenig kleiner als X, und P k yerscbwindet fast. Natiirlic] 
ganz analoges aucb, wenn der Drabt nicbt geradlinig un 
endlicb, sondern irgendwie in sicb zuriicklaufend ist. 

Ware im ganzen Drabte Xconstant, Y—Z= 0 (was fur 
krummen Drabt dem Falle entsprecben wiirde, dass iiberall 
der Drabtricbtung wirkende aussere elektromotoriscbe Kraf 
stant ist), so ware iiberall im Innern des Drabtes P=Q = 
und die gesammte Stromdicbte ware iiberall LX . Es wi 
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daker aucb in der Luft nirgends Wirbel und daber ancli weder 
freie noch wahre Elektricitat anftreten. cc, (3, y dagegen batten 
genan dieselben Wertlie wie friiher. Die Friktionsrolleben 
batten also dieselben Verscbiebungen gegen ibre Eubelage. 
Dies wiirde in der Lnft wie friiber nirgends Wirbel erzeugen, 
im Leiter aber den ausseren elektromotoriscben Kraffcen ent- 
gegenwirkend die Wirbelbewegung, welcbe sonst yon diesen 
erzeugt wiirde, aufbeben. 

Ich komme bier nocb auf einen wicbtigen Punkt zu 
sprecben, der bisber unerortert blieb. Wenn wir die einfacben 
Gleiclmngen 8 nnd 9 acceptiren wiirden, so miisste in dein 
zuletzt betracbteten Falle keine Joule’scbe Warme entwickelt 
werden, und es wiirden die ansseren elektromotoriscben Krafte 
aucb keine Arbeit leisten. Es wiirde daber ein elektriscber 
Strom mit magnetiscber Wirkung obne Arbeitsleistnng und 
Warmeentwickelung besteben konnen. Ob dieser Fall nicbt 
vielleicbt bei den Molekularstromen, die nacb Ampere’s Hy- 
potbese den Magnetismus erklaren, realisirt ist, lasse icb dabin- 
gestellt. Es miissten dann, wenn der Drabt durcbscbnitten wird, 
und die entstebende elektrostatiscbe Ladung den Strom zum 
Stillstand gebracbt bat, die ansseren elektromotoriscben Krafte 
arbeiten und Joule’scbe Warme erzeugen, was freilicb, wenn 
diese ausseren elektromotoriscben Krafte selbst in Molekular- 
energie (Warme) ibren Ursprung batten, nicbt weiter bemerkt 
werden konnte, da ja nur Molekularenergie wieder in Mole- 
kularenergie umgesetzt wiirde. 

Bei den Hydroketten entsteben die ausseren elektromoto- 
Krafte jedenfalls durcb cbemiscbe Bewegungen der Atome, 
welcbe, wenn die Kette offen ist, wenigstens in gewissen 
Grenzfalien vollkommen zum Stillstand gelangen, sobald der 
elektrische Strom durcb die statiscben Ladungen zum Ver- 
scbwinden gebracht worden ist. Dann muss in Abwesenbeit 
eines elektriscben Stromes, also fur 

P+X=Q+Y=B+Z ^0 

aucb W = 0 sein. Dies erreicben wir am einfacbsten, wenn 
wir in den Gleicbungen E und F setzen: 

A = L{2FX+ X 2 + 2 QY+ Y 2 + 2BZ+Z% 
so dass diese Grleicbungen iibergeben in: 
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i[(P + X) 2 + {Q+ D* + (22 + m 
P= P[X(P + X) + Y(Q + X) + Z{B + Z)l 
welche Gleichungen in der That gewohnlich fiir die entwickelte 
Warme und anfgenomniene Arbeit aufgestellt werden. 

Es wiirde daraus folgen, dass, wenn die Batterie durch 
einen sehr grossen Widerstand geschlossen ware, so dass 
P + X, Q -j- Y, J£ + Z sehr klein waren, die in der Batterie 
entwickelte Warme klein von der Ordnnng (P + X) 2 ware, also 
nahezu die gesammte chemische Energie der Batterie im 
Schliessungskreise als Warme oder sichtbare Arbeit zum Vor- 
schein kame (Thomson’s Gesetz). 

Es hindert uns jedoch nichts, zu A noch ein Glied yon 
der Form 

A[X{P + X) + T(Q + 7) + Z(R + Z)] 
hinzuzufiigen, in welchem Falle dann in der Kette selbst eine 
Warme entwickelt wiirde, die yon derselben Grossenordnung 
ist, wie die an dem Schliessungskreis abgegebene Energie, Es 
wiirden dann die bekanntlich auch experimentell gefnndenen 
Abweichnngen yom Thomson’schen Gesetze platzgreifen. 

Hort jedoch der Energieumsatz mit erloschendem Strome 
nicht auf (Thermoketten, Diffusions-, Diaphragmenstrome), so 
hindert uns nichts, dem A auch ein Glied Yon der Form 
P(X 2 + Y 2 + Z\ 

oder Yon einer noch complicirteren beizufugen. B ist wie friiher 
A eine ganz beliebige Constante. Der Umsatz von Arbeit in 
Warme oder von Warme an einer Stelle in solche an einer 
anderen Stelle, welcher noch ubrig bleibt, wenn die Kette 
offen ist, gilt dann freilich, da kein sichtbarer Strom, sondern 
bloss elektrostatische Ladungen an der Oberflache vorhanden 
sind, nicht als elektrischer Yorgang; doch kann bei unserer 
Unbekanntschaft mit dem Wesen der Elektricitat schwerlich 
entschieden werden, ob dabei nicht auch die Elektricitat in 
Mitleidenschaft gezogen wird. 

Der Energiebetrag, welcher von der Batterie wahrend der 
Zeit dt auf ein beliebiges Yolumelement dr der iibrigen Lei- 
tung, wo keine ausseren elektromotorischen Krafte thatig sind, 
ubertragen wird, bleibt hiervon natiirlich unberuhrt. Er be- 
sitzt vollkommen unabhangig von dem Werthe des A den Werth 
dtdzZ(P 2 + Q 2 + R 2 ). 
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